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THÔNG TIN CHƯNG VÈ SÁNG KIẾN 

1. Tên sáng kiến: Khai thác tính chất hàm đặc trưng để giải phương trình , 
bất phương trình và hệ phương trình đại số. 

2. Lĩnh vực áp dụng sáng kiến: Giảng dạy và học tập môn toán lóp 12. 

3. Tác giả: 

Họ và tên: Lê Phương Thúy Nữ 

Ngày, tháng, năm sinh: 11 tháng 7 năm 1972. 

Trình độ chuyên môn: Thạc sỹ toán học. 

Chức vụ, đơn vị công tác: Tổ phó chuyên môn tổ toán trường THPT Hồng 
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6. Các điều kiện để áp dụng sáng kiến: Thời gian, đối tượng học sinh lóp 12, 
học sinh ôn thi đại học và cao đẳng, trung học chuyên nghiệp. 
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TÓM TẮT SÁNG KIẾN 


Trong một vài năm gần đây, việc sử dụng hàm đặc trưng để giải phương trình, 
bất phương trình và hệ phương trình trong các đề thi đại học, cao đẳng và 
trong các đề thi học sinh giỏi được sử dụng khá phổ biến. 

Sáng kiến kinh nghiệm: " Khai thác tính chất hàm đặc trưng để giải phương 
trình, bất phương trình và hệ phương trình đại sổ" nhằm giúp học sinh nắm 
vững phương pháp sử dụng hàm đặc trưng trong giải toán và kết họp phương 
pháp này với các phương pháp khác, linh hoạt trong các cách xử lí để giải 
quyết các dạng toán. 

Trong phần 2, ở mục 1 nêu lên cơ sở lí thuyết để sử dụng trong bài viết. Mục 
2.1 là áp dụng khai thác tính chất hàm đặc trưng để giải phương trình đại số, 
gồm 12 ví dụ, mức độ khó được tăng dần, sau các bài tập cụ thể sẽ đưa ra 
được các kĩ năng biến đổi, từ đó học sinh sẽ vận dụng linh hoạt trong các bài 
tập khác. Mục 2.2 là áp dụng để giải các bất phương trình, gồm 8 ví dụ. Khi 
đã nắm bắt được các kĩ năng ở mục 2 thì sang mục 3, sẽ giải quyết được cho 
các bài tập về hệ phương trình, qua đó ta sẽ thấy được việc kết họp, sáng tạo 
giữa phương pháp sử dụng hàm đặc trưng với các phương pháp khác như 
phương pháp đưa về phương trình tích, phương pháp hàm số, phương pháp 
lượng giác hóa, phương pháp đánh giá, w... nhằm hình thành cho học sinh 
các kĩ năng biến đổi, khả năng so sánh, phân tích và tổng họp tốt, đồng thời 
có một tư duy sáng tạo, linh hoạt khi giải toán. Giúp các em có nhiều hưng 
phấn, say mê tìm tòi nghiên cứu với môn toán học. Và cuối cùng, phần 3 là 
kết luận và hướng phát triển của đề tài. 


2 



Phần 2 

MÔ TẢ SÁNG KIÉN 

Hàm đặc trưng tỏ ra rất hiệu quả trong việc giải các phương trình hay hệ 
phương trình. Trước một bài toán, thường có nhiều cách xử lí khác nhau, 
nhưng tôi nhận thay nếu như áp dụng được phương pháp sử dụng hàm đặc 
trưng thì nhiều khi bài toán sẽ được giải quyết đơn giản, ngắn gọn hơn. 

Ví dụ, xét hàm số f{t) = ĩ' +tđồng biến trên R. Cho /( 2x-3) = fịyj3x — 5 j, 
khai triển và rút gọn ta được vỉ dụ 2, cho /( 2x) = fịyỊ2x + ìỴ ta được 
(2x) 3 + (2x) = ịyĩx + 1 j + \Ịlx +1, khai triển và rút gọn ta được vỉ dụ 5, 

cũng vẫn xét hàm số f(t) ở trên nhưng thay bằng /(3x-l)< f{yjx + 1 j ta 
được vỉ dụ 14. Hay xét hàm so f{t) = l +t 2 +2t đồng biến trên [0;+oo). Cho 

/(Vx + l)= fịyj l-xj, ta được ỊVxTĩỊ +x+l+2\/x+l=Ị\/l-xỊ +l-x+2-\/l-x, 
khai triên và rút gọn ta được ví dụ 7 vv... 

Như vậy ta thay, về phía giáo viên ra đề, chỉ cần xác định một hàm so luôn 
đơn điệu, và thay các giá trị họp lí, thì sẽ được vô so bài tập. Vậy vấn đề đặt 
ra ở đây là, khỉ học sinh đímg trước một bài toán, phải làm thế nào đế định 
hướng được cho các em cách giải bài toán đó hợp lí nhất, cách đế các em 
phát hiện được ra một bài toán có thể giải quyết bằng phương pháp hàm đặc 
trưng hay không và giải quyết nó như thế nào? Đỏ chính là nội dung mà 
trong sáng kiến này tôi muốn truyền tải đến bạn đọc. 

1. Cơ sở lí thuyết 

Dựa vào các kết quả sau ta có thể giải quyết được nhiều phương trình, bất 
phương trình và hệ bất phương trình đại số. 

Ket quả 1: "Nếu hàm sổ y = f(x) luôn đồng biến (hoặc luôn nghịch biến) và 
liên tục trên tập D thì so nghiệm trên D của phương trình f(x) — a không 
nhiều hơn một và \/u,vgD : f{u) = f(v)<=>u = v. 
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Kết quả 2: "Nếu hàm số y — f(x) luôn đồng biến và liên tục trên tập D thì 
\/u,veD: f(u)< /(v)<=>M<v. 

Ket quả 3: "Nếu hàm so y = f(x) luôn nghịch biến và liên tục trên tập D thì 
\/u,veD: f(u)< /(v)<=>M>v. 

Khi áp dụng trực tiếp cho phương trình và bất phương trình, ta có thể nêu ra 
phương pháp giải tong quát như sau. 

1.1 Dạng 1 

Phương trình đã cho được đưa về dạng: / (u) = f (v) trong đó u = u(x), V = v(x). 

Phương pháp: 

Bước 1: Biến đổi phương trình về dạng: / (ụ) = f(v), u, V E D. 

Bước 2: Xét hàm số y = / (t) trên miền xác định D. 

* Tính y' và xét dấu y\ 

* Kết luận hàm số y = / (t) là hàm số đơn điệu trên D. 

Bước 3: Kết luận. 

* Phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi u = V. 

* Giải phương trình: u—v. 

* Ket luận nghiệm của phương trình đã cho. 

1.2. Dạng 2 

Bất phương trình đã cho được đưa về dạng: /( u ) < /(v) trong đó 
u = u(x), V = v(x). 

Phương pháp: 

Bước 1: Biến đổi bất phương trình về dạng: f(u)< f (v) , u, V E D. 

Bước 2: Xét hàm số y = / (t) trên miền xác định D. 

* Tính y' và xét dấu y\ 

* Kết luận hàm số y = f(t) là hàm số đơn điệu trên D. 

* Nếu f(t) đơn điệu tăng thì: / ( u ) < f{y)<^>u<v . 

* Nếu f(t) đơn điệu giảm thì: / (u) < f(v) <^> u > V . 

Bước 3: Ket luận nghiệm của bất phương trình đã cho. 

2. Khai thác tính chất hàm đặc trưng để giải phương trình và bất phương 

trình 

* Trong phần này, ở ví dụ 1 ta sẽ xét một so cách giải cụ thế. Nhưng từ những 
vỉ dụ sau thì phần bài giải tham khảo, ta chỉ nêu ra cách giải áp dụng hàm 
đặc trưng mà không nêu các cách giải khác nữa. 

* Trong các ví dụ được đề cập trong mục này, ta chủ yếu xét cho các phương 
trình và bất phương trình vô tỉ, còn các phương trình đại số khác sẽ được đề 
cập ở mục 3. 
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2.1 Khai thác tính chất hàm đặc trưng để giải phương trình 

Vỉ du L (Đề thi thử đại học lần 1 trường THPTHằng Quang năm 2014) 

Giải phương trình 

2yỊĩx^r4 + 44Ĩ--X = V9x^-kĨ 6 (xelỊ. 

"Sk Nhân xét : 

Chủng ta đã biết, với một bài toán thì có rất nhiều hướng tư duy khác nhau, 
từ đỏ sẽ hình thành ra các cách giải khác nhau. Với bài toán này, tôi xin nêu 
ra một so cách giải sau, trong đỏ có cách giải dùng hàm đặc trưng, đó chỉnh 
là nội dung mà tôi muốn trình bày trong sáng kiến này. 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện < ~ ^ o -2<x<2 (*). 

[2 - X > 0 

2yj2x + 4 + 4 V 2 - X = V 9x 2 + 16 

<=> 4(2x + 4) +16(2 - x) + 16V(2x + 4)(2 - x) = 9x 2 +16 

48-8x +16^2(4 - X 2 ) =9x 2 +16 ( 1 ) 


Cách giải 1: 

(1) <z> 16^2(4 -X 2 ) - 8x = 9x 2 - 32 ^ ^2^2(4 -X 2 ) - xỊ = 9x 2 - 32 (1 a) 
* Xét trường họp 1: 

' X < 0 

2yj2(4 - X 2 ) + X = 0 <z> 2^2(4 -X 2 ) = -X <z> ■ 


4 V 2 

4 V 2 o x= ~r~ 

X = ±—-— J 


4V2 

Thay X =- y- vào (la) không thỏa mãn. 

* Xét trường họp 2: 2yỊ2(4- X 2 ) + X + 0 <^> X + ~~~Ỵ~ 
%ị2^2(4 - X 2 ) - xỊỊ2^/2(4-x 2 ) + xỊ 


(lỡ) <=> 


2^2(4 - X 2 ) + X 


= 9x - 32 




8[8(4-x 2 )-x 2 


2^2(4 - X 2 ) +x 


= 9x -32<=> 


8 ( 32 -9x 2 ) 




(9x 2 - 32 ) 


1 + 


2^2(4-x 2 )+x 


2^2(4 - X 2 ) + X 

9x 2 -32 = 0 
= 0<=>L 8 


= 9x - 32 


1 + 


32 


Xét phương trình 9x -32 = 0<^>x=-^<^>x = ± 

9 3 


2^2(4 - X 2 ) + X 

4 V 2 


= 0 
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Kết họp điều kiện X ^ ta được X = thỏa mãn. 

3 3 


Xét phương trình 

8 


= 0 <z> 2 J2(4 -x 2 )+x + 8 = 0<=> 2 J2(4 - X 2 ) = -X - 8. 


2^2(4-x 2 )+x 

Vì -2<x<2=>-x-8<0 nên phương trình 2^2(4 -X 2 ) = -X - 8 vô nghiệm. 

4^2 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm X = * . 

"Sk Nhân xét : 

Ớ cách giải này, khắc sâu được cho học sinh khi dùng phương pháp nhân liên 
họp đế giải bất phương trình vô tỉ. Rõ ràng là nếu theo cách giải này, em nào 
không xét trường hợp biếu thức liên hợp bằng không là không hoàn chỉnh. 

Cách giải 2: 

(l) <^> 16^2(4 - X 2 ) =9x 2 +8x-32 

r -4-4VĨ9 

X <-—- 

9x 2 + 8x - 32 > 0 9 (**) 

- / - \2 < —4 + 4 VĨ 9 

512(4 - X 2 ) = (9x 2 +8x-32) x>-^— 

81x 4 -144x 3 +512x-1024 = 0 (lỗ) 


Giải phương trình (lb): 

( . 10243 í , 223 ( „ 223T í „ 223 

(lố)<=>81 x 4 -^p -I44x x 2 -^ =0<r> X 1 81 X 1 v-ị -144x 

v ' l 81 J { 9) { 9)[_ V 9 ) ị 


( , 22 2 í „ 223 /'22 2 

144x1 X 2 = 0<=> x 2 -^ 81 x 2 +^ -144x =0 
9 J V 9 y|_ 9 J 

3 „ , 

-144x=81x 2 -144x+288=(9x-8) +224 >0, Vx) 

) 

4 V 2 , Ằ . A 

1**1 ta đưnv r = —-— Ithỏa mãn điên kiên 


_ ... . 4 -ã .... , 32Ì 

<^jc = ±-4— (Vì 81 X +-- - 

3 l 9 


. 4^2 . , ,. 4^2 .. „ _ .., 

Với X = ± kêt họp điêu kiện (**) ta được X = —(thỏa mãn điêu kiện 


(*)). Vậy phương trình đã cho có nghiệm X = 


4 V 2 


Nhân xét : 

ơ cách giải này, đòi hỏi học sinh phải cỏ kĩ năng phân tích thành tích các 
nhân tử khi gặp phương trình bậc cao cũng như giải phương trình Vỡ tỉ bằng 
phép biến đoi tương đương. 

Cách giải 3: 

( 1 ) <=> 16-y/2(4 - X 2 ) = 9x 2 + 8x - 32 <=> 4(8 - 2x 2 ) + I6\ls - 2x 2 +16 = x 2 +8x + 16 

<=> ị2\ls - 2x 2 + 4 ) =(x + 4) <=> v ' 

v ’ ( 2 V 8 - 2x 2 = X (3) 
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2^/8-2r =x«* 


x>0 

4(8-2r)=^ 


Phương trì nh (2) vô nghiệm vì -2 < V < 2 => -X - 8 < 0 => VT(2) > 0 > VP(2). 
Giải phương trình (3): 

|x>0 1— 

r- _4V2 . ... 

<=H 4^2 (Thỏa mãn điêu kiện (*) 

x=±—— 3 

l 3 

4 V 2 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm X = —. 

Nhân xét : 

ơ cách giải này, chủng ta đã linh hoạt đưa được phương trình đã cho về dạng 
tong bình phương ở hai vế bằng cách thêm bớt đế xuất hiện dạng hằng đắng 
thức. 

Cũng với phương pháp thêm bớt, ta xét tiếp cách giải sau. 

Cách giải 4: 

( 1 ) <=> lỏV-2x 2 + 8 = 9x 2 + 8x - 32 <=> 4(-2x 2 + 8) + lóV-2x 2 + 8 = X 2 + 8x 


<=> 


^x3 2 


4(-2x 2 + 8) + lỏV-2x 2 +8=4^ +16 


^3 


v+y 


<=> 


. 0 / \ 

( 4- 2x 2 + 8 Ị + W-2x 2 +8=4- 

2 

+ 16 

í x ì 



UJ 


(lc) 


Từ điều kiện -2 < X < 2 ta có ^ e [—l;l] 

Xét hàm số Xét hàm số /(í) = 4 1 2 + lót với t e [-l;+oo) 
f'(t) = 8f +16; f'(t) = 0 t = -2 Ể [-l;+oo) 

Ta có bảng biến thiên: 



Từ bảng biến thiên ta có hàm số f(t) luôn đồng biến trên [—l;+oo). 
Mặt khác f(t) là hàm số liên tục trên [-l;+oo). 

Do đó phương trình: 


(lc)o /(7=2+78) = / 






<=>V- 2x 2 +8 = 

2 


X 


>0 


x>0 


-2x + 8 = — 


X 2 ^ 1 9x 2 = 32 
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X > 0 


(Thỏa mãn điều kiện (*)). 




x = ± 


4 V 2 

3 


4 V 2 

~T~ 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm X 


4 V 2 

"T~ 


'ỉSk Nhăn xét : 

Rõ ràng nếu học sinh cỏ kĩ năng tương đoi tốt đế xử lí đưa phương trình đã 
cho về được dạng xét hàm đặc trưng thì bài toán trở nên đơn giản hơn nhiều. 
Cùng với cách giải 4, cũng vẫn là xét hàm sổ, ta có thế biến đoi phương trình 
(1) theo cách sau: 

(1) <z> 8 .V 32 - 8x 2 = 9x 2 + 8x - 32 <z> ỊV 32 - 8 X 2 Ị 2 + 8.^32-8x 2 = X 2 + 8 x 
Và khi đó sẽ dẫn đến việc xét hàm đặc trưng f {ĩ) = t 2 +St với t e [-2; +00). 


Hoặc, nếu để ỷ rằng từ điều kiện -2<x<2, ta cỏ ^-e [-14 và 

0 < V- 2x 2 + 8 < 2 V 2 thì có thể xét hàm số ở phương trình (lc) là 
f{t ) = 4 1 2 +1 6t với t e -ỉ;2yÍ2 , nhưng thật ra ta chỉ cần xét hàm số f(t) 


với t xác định như ở cách giải 4. 

Tông quát: Qua cách giải trên, ta có thế thay, nếu phương trình có dạng 

ax 2 + bx + c = n.y/ex + d mà cỏ thể giải bằng phương pháp hàm đặc trưng, 
thì khi đó ta sẽ đưa phương trình đã cho về dạng 

aX 2 + bx + c = n.\Ịex + d <=> m[px + uỴ + ni^px + u) = m(ex + d) + n.yỊex + d 

Với hàm đặc trưng f(t) = mt 1 +ntluôn đơn điệu trên miền cần xét thì bài 

toán có thể dùng phương pháp hàm đặc trưng để giải. Khi đó công việc tiếp 
theo là phải xác định được các hệ so ở trên bằng cách đồng nhất đế tìm các 

r 

7 /\ A 

hệ sô. 

Sau đây ta xét phương trình có dạng ax 3 + bx 2 +cx + d = nẦỊ ex + V mà cỏ thể 
dùng hàm đặc trưng đế giải thì cách làm sẽ như thế nào? Chủng ta xét tiếp ví 
dụ sau. 

Ví dụ 2. Giải phương trình 

8x 3 - 36x 2 + 53x - 25 = \Ỉ3x - 5 (xeR). 


Nhân xét : 

Đối với bài tập này, cần đưa hai vế phương trình về dạng f(g(x ))=/(/ỉ(x)) 
với hàm đặc trưng f {t) = mĩ' +nt. Ta cần đồng nhất sao cho biểu thức ở vế 


phải cỏ dạng mịịỊ 3x - 5 j + n.lỊỹx - 5 và so sảnh vế phải đó với vế phải của 
phương trình đã cho nên ta chọn n = 1. 

Công việc còn lại là tìm những hạng tử ở vế trái sao cho phương trình đã cho 
có dạng 
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m(px + uỴ + l.(/?x + w) =mị^ịj3x + 5 j +1.-Ự3X + 5 (*) 

Dễ thấy hệ sổ của X 3 trong khai triển trên là mp 3 và so sánh với hệ sổ của X 3 
trong phương trình đã cho ta được mp 3 — 8, có thể xét các trường hợp sau 
xảy ra 

m = ỉ, p = 2 hoặc m = 8, p = 1. 

Nếu m = ỉ, p = 2 thì f (V) = t ' +1. Do đỏ cần viết phương trình về dạng: 

1 .[px + uỴ + X.^px + u ) = l.ịl]3x - 5 y + yj. 3x - 5 

<^> (2x + uỴ + (2x + «) = 3x - 5 + ị/ 3x - 5 

<^> 8x 3 + (l2w)x 2 + [6u 2 + 2)x + w 3 + u = 3x - 5 + ị/3x - 5 (*) 

Mặt khác, ta có thể viết lại phương trình đã cho như sau: 

8x 3 -36x +53x-25 = 'ự3x-5 <»8x 3 -36x 2 +56x-30 = 3x-5 + l.-ự3x-5 (**) 

Từ Ợ) và (**), đong nhất với hệ so ở vế trái của phương trình, ta được hệ: 

12« = -36 

< 6« 2 + 2 = 56 <=> u = — 3 
M 3 + M = -30 

Do trường họp này thỏa mãn nên ta không xét trường hợp sau nữa. 

Bài giải tham khảo 

TXĐ: D = R. 

8x 3 - 36x 2 + 53x - 25 = ịj3x-5 (2x - 3) 3 + (2x - 3) = (V3x-5[ + ịj3x-5 (l) 
Xét hàm số /( t ) = t 3 +t với íel 

Ta có f'(t) = 3r + 1 > 0, \/t e R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình 

(1) <z> /(2x - 3) = /(v3x-5) <=> 2x - 3 = ^3x-5 <=> (2x - 3) 3 = 3x - 5 


<=> 8x 3 - 36x 2 + 5 lx - 22 = 0 


<=> (x - 2)(8x 2 - 20x +1l) = 0 <=> X 




2 ; 


5±V3 


Vậy tập nghiệm của phương trình là 



Tương tự, ta xét tiếp ví dụ sau. 
Ví dụ 3. Giải phương trình 


X 3 -15x 2 +78x-141 = 5^/2x-9 (xeR). 


"ỈS. Nhận xét : 

Hoàn toàn tương tự bài trên, ta cũng sẽ tìm được n — 5, m — p — 1, u — 5. 

Bài giải tham khảo 
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TXĐ: D = R. 

X 3 -15x 2 + 78x-141 = 5.-ự2x-9 <=>(x-5) 3 + 5(x-5)=^2x-9 ] ị + 5.^2x-9 (l) 
Xét hàm số / (t) -d + 5t với te R. 

Ta có f'{t ) = 3t 2 + 5 > 0, Ví e R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình 

(l)<=> f(x - 5 ) = f[yj 2x - 9 j <=> X - 5 = ị[2x - 9 (x - 5) 3 = 2x - 9 

^x 3 -15x 2 +73x-116 = 0 


£ i 


<=> (x - 4)(x 2 -1 lx + 29) = 0 <=> X 
Vậy tập nghiệm của phương trình là: T = 


4: 


11± V? 

2 

. 11± Vs 


Tổng quát: 

Qua hai ví dụ trên, ta cỏ thê tông quát như sau. Khi gặp phương trình dạng 
ax 3 + bx 1 +CX + d = nẰỊ ex + V (1) mà giải được bằng phương pháp hàm đặc 

trưng thì cách giải sẽ là: 

Bước 1 : Xác định các hệ số m, p, u sao cho 

a X +bx 2 +cx + d = n.ịlex + v <3>m(px + uỴ +n(px + ù) = m(ex + v) + n.\Jex + v 

Bước 2 : Xét tỉnh đơn điệu của hàm đặc trưng f{t) = ml +nt, chứng minh 

được hàm sổ f(t) luôn đồng biến hoặc nghịch biến trên miền cần xác định. 

Khi đó ta có phương trình 

(1) <=> f(px + u) = f{\[õx + V j <=> px + u = \Jex + V (2) 


Bước 3 : Tìm cách giải cho phương trình (2). 

Ví dụ 4. Giải phương trình 

X 3 + 3x 2 + 4x + 2 = (3x + 2 ) V3x +1 (xel). 

ÌS- Nhân xét : 

- Nhìn qua bài toán ta thây vê trái là đa thức có bậc 3, vê phải cỏ bậc nên 

có thể gây cho chủng ta khỏ khăn khi dùng tính đom điệu của hàm số. Nhưng 
ở vế phải, nếu ta xem y = V3x +1 thì vế phải cũng có thể coi là một đa thức 
bâc 3 theo y, và khi đó ta sẽ tách biểu thức ở vế phải như sau: 

(3x + 2)V3x + l = [(3x +1) + l]V3x + l = (>/3x + l) 3 + V3x + 1 

vì vậy, ta sẽ nghĩ đến việc phân tích vế trái được thành dạng 
mịpx + Li) +n[px + u), trong đỏ sẽ xác định được ngay m = 1, n =1. 

Lúc này, ta phải tìm p, u sao cho X 3 + 3x 2 + 4x + 2 = 1 ,)px + uf + 1 ,(px + u) 


10 



<=>x 3 + 3x 2 + 4x + 2 = px 3 + ị3p 2 u^jx 2 +ị3pu 2 + p^x + u 3 +u 
từ đó đồng nhất hệ số, ta cũng có hệ phương trình: 
p = 1 

3p 2 u=3 [p = \ 3 

•T , . Do đó X 3 + 3x 2 + 4x + 2 = (x + 1) +(x + l) 

3 pu +p = 4 |m=1 V ; V ; 

u + u — 2 


Điều kiện: X > (*). 

3 


z?ù/ giải tham khảo 


X +3x 2 +4x + 2=(3x + 2)V3x + l^(x + l) 3 +(x + l) = (V3x + l) 3 W3x + 1 (1) 
Xét hàm số f(t) = t 3 +t với íel. 

Ta có /'(í) = 3t 2 +1 > 0, Ví G R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phuơng trình 


(l)<^/(x + l) = /(V3x + lj <=> V3 xTT = X + 1 <=> j 


X +1 > 0 

3x +1 = (x +1) 2 




Jx>-1 

[x 2 - X = 0 


Íx>-1 


<^> 1 


X = 0 <=> 


X = 1 


X = 0 
X = 1 


(thỏa mãn điều kiện (*)) 


Vậy tập nghiệm của phuơng trình đã cho là T = {0;l}. 

Ta xét tiếp bài phương trình vó tỉ trong đề thi Cao đẳng năm 2012. 

Ví dụ 5. (Đề thi Cao đẳng 2012) Giải phuong trình 

4x 3 + X - (x +1)V2x +1 =0 (x G R). 


ìSk Nhân xét : 

Biêu thức ở trong cần bậc hai là 2x + 1, vì vậy ta sẽ phải biên đôi đê sao cho 
một vế của phương trình biếu diễn được qua 2x + 1, và vì vậy đế thuận tiện, 
ta sẽ nhân hai vế của phương trình đã cho với 2, khi đỏ ta có 2(x + 1) = (2x + 
1) + 1, và tương tự như cách phân tích ở ví dụ trên, bài toán này sẽ được giải 
theo cách dùng hàm đặc trưng. 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: X > -4 (*) . 

2 _ _ 

4x 3 + X - (x + l) V2x +1 = 0 <=> 8x 3 + 2x = 2(x +1) V2x +1 
<=> (2x) 3 + (2x) = [(2x +1) + l]^2x +1 


(2x) 3 + (2x) = (V2x + l) 3 + V2x + 1 (1) 
Xét hàm sổ /(í) = t 3 +t với íel. 
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Ta có f'(t ) = 3r +1 > 0, V7 e R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình 

(l)^/(2x) = /(V2x+ĩ) <=> 2x = -Jĩx +1 <=> i 2 2 1 0 


fx>0 




X = 


1 ± 75 

4 


Ị+V5 

4 


(thỏa mãn điều kiện (*)). 


Vậy tập nghiệm của phương trình là: 



Tống quát: Từ hai ví dụ trên, ta có thế tống quát như sau. Khi gặp phương 
trình dạng ax 3 +bx 2 +cx + d = (e 1 x + v 1 )vẽx + v (l) mà giải được bằng 

phương pháp dùng hàm đặc trưng thì cách giải sẽ là: 

Bước 1 : Xác định các hệ so m, n, p, u sao cho 

ax 3 +ỒX 2 +cx + d = (e 1 x + v 1 ).Vex + v 


<^>m(px + uỴ +nịpx+u) = mị\]ex+v j + n.7ex + v 

Bước 2 : Xét tính đơn điệu của hàm đặc trưng f{t) - mi +nt, chứng minh 

hàm số f(t) luôn đồng biến hoặc nghịch biến trên miền cần xác định. 

Khi đó ta có phương trình 

(l)<=> /(t?x + m) = /ỊVex + vj<=> px + u = 7ex + v (2) 


Bước 3 : Tìm cách giải cho phương trình (2). 

- Cũng với hướng suy nghĩ như trên, đoi với bài toán sau, ta sẽ biến đoi bằng 
cách biếu diễn vế phải qua 2x - 1 bằng cách thêm bớt đế làm xuất hiện biếu 
thức 2x -1. 

Ví dụ 6. Giải phương trình 

X 3 +1 = 2.ị/2x -1 (xgR). 


TXĐ: D = R. 


Bài giải tham khảo 


X 3 +1 = 2.ị/2x -1 <=> X 3 + 2x = 2x -1 + 2.ịj2x -1 


X 3 + 2x = (72x - 1) 3 + 2.ịỊ2x - ĩ (1) 

Xét hàm số /(í) = t 3 + 21 với t G R. 

f'(t) = 3t 2 + 2>0, VíeR suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình 
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(l)<=> /(x) = fịịỈ2x-ĩ^ <=> X = ịỊĩx-ĩ <z> X 3 = 2x-l<=> X 3 - 2x +1 = 0 


(x-l)(x 2 + x-l) = 0<=>xej 


1 ; 


-1±V5 


Vậy tập nghiệm của phương trình là: 


T = 


1 ; 


-1± V5 


Tổng quát: Ta có thể thấy, đối với phương trình có dạng 
X 3 - b = a.ịỊ ax + b (l) với a > 0 (x là ẩn) ta luôn đưa được về hàm đặc 
trưng để giải quyết bằng cách như sau: 

(l) x 3 +ax = ax + b + a.ịỊax + b <=> x 3 +ax = í-s/ax + ố ì + ị/ax + b 


Với hàm đặc trưng f(t) = V +at, phương trình đã cho được biến đối về 
phương trình X = ịỊ ax + b <=> X 3 = a x + b. 

Lưu ỷ: bài toán (1) cũng giải được theo cách đưa về hệ phương trình đối 
xứng loại 2, nhưng trong phạm vi bài viết, chủng ta chỉ xét đến cách giải 
bằng phương pháp dùng hàm đặc trưng. 

- Trên đây là một so bài toán mà ta đã sử dụng phương pháp hàm đặc trưng 
đế giải, nhưng các phương trình đại so thì rất phong phủ, đa dạng, không 
phải bài nào cũng đưa được về những dạng trên, mà đòi hỏi các em học sinh 
phải hình thành các kĩ năng cần thiết, linh hoạt trong các cách biến đoi đế cỏ 
thê tìm ra được hàm đặc trưng thích họp cho từng bài. 

Với ví dụ sau, ta xem cách xử lí đê áp dụng được hàm đặc trưng cho bài toán 
này như thế nào? 

Ví dịỉ 7. Giải phương trình 

(x + 3 )a/x +1 + (x-3).Vl-X + 2x = 0 (xeR). 


Nhân xét : 

Điều đầu tiên nghĩ đến là sẽ biếu diễn được X + 3 và X - 3 theo hai biếu thức 
trong căn bậc hai. Vậy thì khi đó, còn lại so hạng 2x, ta cũng phải biếu diễn 
được chủng qua (x + 1) và (1 - x), dễ dàng có được: 2x — (x +1) - (1 - x), và 


với điều kiện -1 < X < 1 thì ta viết được X + 1 = ỊVx + 1 j và 1 - X = ịy/ĩ - X Ỵ , 

như vậy bài toán đẽ được giải quyết. 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: -1<X<1 (*). 

Ta có: (x + 3).Vx +1 + (x - 3 ỴyỊĨ - X + 2x = 0 

[(x +1) + 2 ] .\j x + 1 + 2x = [(1 — x) + 2 .\Ị\ — X 


<=> ỊVx + 1 Ị +ị^\Ịx+\Ỵ +2yjx + l= ỊVl - X j - xỴ + 2yjỉ - X (l) 
Xét hàm số /(í) = V +1 2 + 2t với t e [0; +00). 
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Ta có f'(t ) = 3t 2 + 2t + 2 > 0, \/t e [0;+oo) suy ra hàm số f(t) đồng biến trên 
[0;+oo). Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên [0;+oo). 

Do đó phương trình 

(l)<=> f{4x + 1 j = fịyj 1 -xj<=>Vx + l=Vl-X<=>X+l = l- X<=>X = 0 

(thỏa mãn điều kiện (*)). 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 0. 

Ví dụ 8. Giải phương trình 

yịx + 2 + yjx + 1 = ^2x 2 + 1 + \l2x 2 (l) (x e R) . 

ìs. Nhân xét : 

Ớ ví dụ này, nếu nhìn kĩ thì ta thay các biếu thức dưới dấu căn ở hai vế có 
chung một mối liên hệ là X + 2 = (x +1) +1 và 2x 2 +1 = (2x 2 ) +1, do vậy nếu đặt 

u = ịỊx +1 và V = yị 2x 2 thì phương trình đã cho trở thành: 

yju 3 +ì+u = yjv 3 +ì+v, khỉ đó ta thấy phương trình sẽ được giải bằng 
phương pháp dùng hàm đặc trưng, trong đó hàm đặc trưng ở đây là 

f(t) = yjt 3 + l+ t. 


Bài giải tham khảo 

Tập xác định D = R. 

Đặt u = yjx + l và V = khi đó phương trình đã cho trở thành: 
yju 3 +1 +u = yjv 3 +1 + V (lữ) 

Xét hàm số / (í) = ịỊĨ +1 +1 với íet. 




+1 > 0, VíeR suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 


Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình (lữ ) <Z> /( M ) = /( V ) <Z>M=V - 


Với u = V ta có ịỊx + 1 = sj2x 2 o 2x 2 - X - 1 = 0 <^> 


X = 1 


X = - 

2 


Vậy phương trình có tập nghiệm: T = I 2 ’ 11 • 

Tương tự, ta xét tiếp vỉ dụ sau xem kĩ năng biến đổi như thế nào? 

Ví dụ 9. Giải phương trình 

(2x + 3)V4x 2 + 12x + 11+ 3xV9x 2 + 2+5x + 3 = 0 (l) (xeR). 


Nhân xét : 

Vì phương trình này chứa hai biếu thức cỏ căn, nên đầu tiên ta sẽ nghĩ đến 
việc chuyến mỗi căn ở một vế của phương trình, do đỏ phương trình (1) cỏ thế 

viết lại như sau: (l) <=> (2x + 3)\/4x 2 + 12x + 11 + 5x + 3 = -3x\j9x 2 + 2 (l) 
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Ở biểu thức trong căn ở vế trái phương trình ta thấy có thế viết như sau 

V4x 2 + Ux +11 = Ậ2x + 3) 2 + 2 

và ở vế phải của phưcrng trình có thể viết lại như sau 

-3xsỈ9x 2 + 2 = (-3x)Ậ-3x) 2 +2 

Vậy thì còn lại sổ hạng 5x + 3 ta thấy cũng có thể biểu dỉến được qua 2x + 3 
và -3x, khi đó ta có lời giải của bài toán như sau. 

Bài giải tham khảo 

9x 2 + 2 > 0, Vx e R 
Tacó< , . 

4x 2 + 12x +11 = (2x + 3) + 2 > 0, Vx e R 

Do đó tập xác định D = R. 

(1) <=> (2x + 3)7(2* + 3) 2 + 2 + 2x + 3 = (-3x)Ặ-3x) 2 +2 + (-3x) (lỡ) 

Xét hàm số / (t) = t.yỊt 2 + 2 +1 với t G R . 


f\t) 


2t 2 +2 

Ví 2 +2 


+1 > 0, VíeR suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 


Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

3 

Do đó phưong trình (lữ) /(2x + 3) = /(-3x) <=> 2x + 3 = -3x <=> X = . 


Vậy phưong trình có nghiệm X = —^. 

Ví dụ 10. Giải phưong trình 

X 3 - 4x 2 - 5x + 6 = yjlx 2 + 9x - 4 (x e R). 

'ỉSk Nhân xét : 

Ta thay, việc biến đối đế đưa ra được hàm đặc trưng ở ví dụ này không phải 
là đơn giản, đế tạo ra sự đồng bậc, làm tiền đề đế đưa được về hàm đặc trưng 
thì ta thay, cỏ thế nghĩ đến việc đặt biếu thức căn bậc ba là một ấn mới. Khi 
đó cách sử lí tiếp theo là gì? Chủng ta cùng theo dõi tiếp. 

Bài giải tham khảo 

TXĐ: D = R. 

Đặt y = ịllx 2 + 9x - 4 , ta có hệ : 

X 3 -4x 2 -5x + 6 = y íx 3 -4x 2 -5x + 6 = y 

y 3 =7x 2 +9x-4 [7x 2 + 9x - 4 = y 3 

Cộng vế với vế của hai phưong trình với nhau ta đuợc phuong trình 
X 3 + 3x 2 + 4x + 2 = y 3 + y (x + l) 3 + (x + l) = y 3 + y (l) 

Xét hàm số / (í) = c +t với te R. 

Ta có f'(t) = 3t 2 + 1 > 0, Ví e R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phuong trình (l) <=> /(x +1) = / (y) o y = x + \ 
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Với y = X +1 ta có phương trình: 

X +1 = ịllx 2 + 9x - 4 <=> (x +l) 3 = 7x 2 + 9x - 4 <=> X 3 - 4x 2 - 6x + 5 = 0 

X = 5 

>(x-5)(x 2 +x-l) = 0<z>_-1±V5 

X. — 


<^>(x-5)(x 2 + x-l) = 0<=> 


Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là T - 


5; 


1±V5 


Với cách suy luận tương tự bài trên, thì chủng ta cũng có thế giải quyết được 
bài toán dưới đây, nhưng đòi hỏi một chút sáng tạo khi biến đoi. 

Vỉ du ỊL (Đề nghị Olympic 30/4/2009) Giải bất phương trình 

X 3 - 6x 2 + 12x - 7 = ìl-x 3 + 9x 2 - Ì9x +11 (xel). 

Bài giải tham khảo 

TXĐ: D = R. 

Đặt y = ^/-x 3 + 9x 2 - 19x +11, ta có hệ : 


X 3 - 6x 2 + 12x - 7 = y 
y 3 =-x 3 +9x 2 -19X + 11 




2x 3 - 12x 2 + 24x -14 = 2y 
-X 3 +9x 2 -19x + ll = y 3 


^ y — /V I y /V I y /X I 11 ^ /V I y /V 1 /A i 1 X — 

Cộng vế với vế của hai phương trình với nhau ta được 

X 3 - 3x 2 + 5x - 3 = y 3 + 2y <=> (x - 1) 3 + 2(x - 1) = y 3 +2 y (l) 

Xét hàm số / (t) = v +21 với íel. 

Ta có f'(t) = 3t 2 + 2 > 0, Ví G R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 
Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình (l) <=> /(x-1) = /(y) o y = x -1 
Với y = X - 1 ta có phương trình: 

V-x 3 +9x 2 -19X + 11 = X -1 ^ -X 3 + 9x 2 - 19x +11 = (x -1) 3 
- " 3 6 x 2 +1 lx - 6 = 0 ^>(x-l)(x 2 -5x + 6) = 0<=>xg{1;2;3} 


X 


Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là T = {l; 2; 3}. 

Ví dụ 12. Giải phương trình 

ỊV4x 4 -12x 3 +9x 2 +16-2x 2 + 3xỊ(Vx + 3 + VxM) = 8 (xeR). 


Nhân xét : 

Với bài này ta chưa nhìn ngay ra được hàm đặc trưng cần xét, khi đỏ ta phải 
tìm cách biến đổi để làm sao xuất hiện ra hàm đặc trưng. Vì vậy ta sẽ nghĩ 
đến sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ, nhưng đặt như thế nào? 

Bài giải tham khảo 
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X + 3 > 0 X > -3 

Điều kiện: < X - 1 > 0 < X > 1 X > 1 (*). 

4x 4 - 12x 3 + 9x 2 +16 > 0 ^2x 2 - 3x) 2 +16 > 0 

Đặt u = x 2 -y,v = Vx-1 > 0. Phương trình đã cho trở thảnh 

ỊV4m 2 +16 - 2ují\lv 2 + 4 + vỊ = 8 <z> Ụu 2 + 4 - mỊÍVv 2 +4 + vỊ = 4 


<^> síũ 2 + 4 - u = -=--<=> \lu 2 + 4 - u = Vv 2 + 4 - V (l) 

Vv 2 + 4+v 

Xét hàm số /(t) = \Jt 2 + 2 +1 với íel, 

Ta có f = +1 = — , > ■ = 1 > 0, Vt £ R suy ra 

vt 2 + 4 Ví 2 +4 Ví 2 +4 vt 2 + 4 

hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình (l) f{u) = f (v) <=> li = v 

Ta có X = V 2 +1. Do đó 

u=v <^>{y 2 + 1) - —(v 2 +1) = V <^> 2v 4 + V 2 - 2v -1 = 0 


<=> (v - l)(2v 3 + 2v 2 + 3v +1) = 0 <z> 


V = 1 

2v 3 + 2v 2 + 3v +1 = 0 



Với V > 0 ta có 2v 3 + 2v 2 + 3v +1 > 0 + 0 + 0 +1 > 0 do đó (2) vô nghiệm. 

Với V = 1 ta có X = 2 (thỏa mãn điểu kiện (*)). 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

Qua các vỉ dụ trên, phần nào ta đã cỏ được một so kỉnh nghiệm khi áp dụng 
tính chất hàm đặc trưng đế giải cho các phương trình. Tương tự, cũng vẫn 
khai thác tỉnh chất của hàm đặc trưng, ta sẽ xét tiếp việc áp dụng đối với bất 
phương trình. 

2.2 Khai thác tính chất hàm đặc trưng để giải bất phương trình 

Ớ phần phương trình, chủng ta đã đưa ra một số dạng tong quát đế giải quyết 
các bài toán bằng phương pháp hàm đặc trưng, cũng theo cách phân tích 
tương tự như ở mục 2.1 chủng ta cũng xét các bất phương trình sau theo 
hướng đưa về phương trình đặc trưng như ở mục trên. 

Ví dụ 13. Giải bất phương trình 

4x 3 +18x 2 + 21X +14< ị/~4x + 5 (xel). 

"ỈS. Nhận xét : 

Ớ ví dụ này, nếu giữ nguyên bất phương trình và đồng nhất hệ số thì ta cũng 
vẫn tìm được kết quả nhưng quá trình biến đoi sẽ phức tap, Cồng kềnh, đế cho 
dễ dàng trong việc tính toán, ta nên nhân hai vế của bất phương trình với 2, 
vì ta để ỷ (2xỷ — 8x 3 . Và khi đó ta tìm được n — 2, m — 1, p — 2, u — 3. 
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Bài giải tham khảo 


TXĐ: D = R. 

4x 3 + 18x 2 + 21X +14 < ^4x + 5 <=> 8x 3 + 36x 2 + 54x + 28 < 2ị/4x + 5 
(2x + 3) 3 + 2(2x + 3) < ịyj4x + 5y + 2-^4x + 5 (l) 

Xét hàm số /(í) = f + 2 1 với íel 

Ta có f'(t) = 3t 2 + 2 > 0, \/t e R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó bất phương trình 

(1) <=> f(2x + 3) < fịịf- 4x + 5j <=> 2x + 3 < ị/~4x + 5 <=> (2x + 3) 3 < 4x + 5 


<=> 


4x 3 +18x 2 +25x + ll<0^(x + l)(4x 2 +14x + ll)<0 


<=> X e 


-oo:- 


-7-V5Ỵ /-7 + V5 


u 


;-l 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: 


T = 


-00; ■ 


-7-V5Ỵ /-7 + V5 


u 




Tổng quát: 

- Qua ví dụ trên, ta cỏ thê tông quát như sau. Khi gặp phương trình dạng 
ax 3 + bx 1 +CX + d < n.ị/ẽx + V ( 1 ) mà giải được bằng phương pháp hàm đặc 

trưng thì cách giải sẽ là: 

Bước 1 : Xác định các hệ so m, p, u sao cho 

a X 2 +bx 2 +cx + d<n.yjex + v m(px + uf +n(px + u)<m(ex + v) + n.\ị ex + V 

Bước 2 : Xét tỉnh đơn điệu của hàm đặc trưng f[t)-mt 3 +nt, chứng minh 

được hàm sổ f(t) luôn đồng biến hoặc nghịch biến trên miền cần xác định. 

Khi đỏ nếu hàm so f(t) đồng biến trên miền xác định thì bất phương trình 

( 1 ) <=> f(px + ù) < fịs[õx + vj<=> px + u< ịfõx + V ( 2 ) 

nếu hàm sổ f(t) nghịch biến trên miền xác định thì bất phương trình 

( 1 ) <^> f(px + m) < fịị /ex + px + u> ị/ex + V (2') 


Bước 3 : Tìm cách giải cho phương trình (2) (hoặc (2 r ). 

- Hoàn toàn tương tự đối với các bất phương trình 

ax 3 + bx 2 +CX + d < n.ị/ex + V 
ax 3 + bx 2 +CX + d > n.ị/ex + V 

ax 3 + bx 2 +CX + d> n.ị/ex + V 
Sau đây, ta xét tiếp đến vỉ dụ 2. 

Ví dụ 14. Giải bất phương trình 

27x 3 - 21 X 2 + 12x - 2 < (x + 2 ) VxTT (x G R). 

"ỉSs Nhân xét: 
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r 1 3 

Nhìn qua bài toán ta thây vê trái là đa thức có bậc 3, vê phải cỏ bậc nên cỏ 

thể gây cho chủng ta khó khăn khi dùng tỉnh đom điệu của hàm số. Nhưng ở 
vế phải, nếu ta xem y = \Jx +1 thì vế phải cũng cỏ thể coi là một đa thức bâc 
3 theo y, và khỉ đỏ ta sẽ tách biểu thức ở vế phải như sau: 

+ = [(x + l) + 1 X + 1 = ị^\JX -TTỊ + X + 1 

Vậy thì lúc này ta có thể giải quyết bất phưcmg trình đã cho theo hướng giống 
như ở bài toán trên. 

Ta dễ dàng xác định được n — 1, m — 1, từ đỏ, bằng cách đồng nhất hệ số, ta 
tìm tiếp đượcp =3 và u = -ỉ. 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: X>-1 (*). 

27x 3 - 21X 1 +12x-2<(x + 2)VxTĨ<=>(3x-1) 3 + 3x-l<ỊVxTĩj + VxTĨ (1) 
Xét hàm số /(í) = d +t với / GÌ. 

Ta có f'(t ) = 3r +1 > 0, Ví e R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R . 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R . 

Do đó bất phuong trình 

i Ề3x-1<0 


(1) ^/(3x -1) < /(Vx+T] <^> sỊx + ì > 3x -1 


-1^> 


X +1 > 0 

3x -1 > 0 
X +1 > (3x -1) 2 







1 


^ 1 

- 

-1<X<- r 

- 

-1<X<- 


3 


3 




c 


1 


^ 1 <=> 


X > — <=> 


x>- 


3 

< 

3 

< 



9x 2 - 7x < 0 


0 < X < — L 




L 9 


-1<X< 


1 


1 ^ 7 

^<x<^ 

3 9 


3 «-l<x<k 


Kết họp điều kiện (*) ta đuợc -1 < X < 


7 


Vậy tập nghiệm của bất phuơng trình là: T = 


-Vì 

. 9) 


Vỉ dụ 15. Giải bất phuơng trình 

8x 3 + 2x > (x + 2 ).VxTT (xeR), 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: X > -1 (*). 
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8x + 2x > ^x + 2).yJX + 1 (2x^ + 2x > l^x +1) "!■ 1 \JX +1 

•v^ (2x) + 2x > ị^yjX + 1Ị + "\/x + 1 (l^ 

Xét hàm số /(í) = í 3 +1 với íel. 

Ta có /'(í) = 3r +1 > 0, Ví <E R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó bất phương trình 

/ ,_-X ,_- Í2x>0 

(l)<^> /(2x)> / ^vx + 1J <=> vx + 1 < 2x <=> 


+ 1 < (2x) 


<=> 


X > 0 

4x 2 - X - 1 > 0 




X > 0 


X < 


X > 


1 - VĨ7 

8 <=> X > 

1 + y/ĩĩ 


1 +a/ĩ7 


8 


Kết họp với điều kiện (*) ta được X > 


1 + VĨ7 


8 


1 + VĨ7 


-;+°0 


Vậy tập nghiệm của phương trình là: T = 

’ V ư 2 

Tống quát: Từ hai ví dụ trên, ta có thế tong quát như sau. Khi gặp phương 

trình dạng ax 3 +ỐX 2 +cx + d < (ejX + Vj)Vex + V (l) mà giải được bằng 

phương pháp dùng hàm đặc trưng thì cách giải sẽ là: 

Bước 1 : Xác định các hệ so m, p, u sao cho 

ax 3 +ỒX 2 +cx + í/<(e 1 x + v 1 ).VẽxTv 


<^> m(/?x + uf + n( px+u)< mỤex + vj + n.yỊ ex + V 

Bước 2 : Xét tính đơn điệu của hàm đặc trưng f{t) - md +nt, chứng minh 

hàm số f(t) luôn đồng biến hoặc nghịch biến trên miền cần xác định. 

Khi đó nếu hàm so f(t) đồng biến trên miền xác định thì bất phương trình 

(l) <=> f(px + ù) < f{^ỈQx + V j <=> px + u< ịfõx + V (2) 

nếu hàm so f(t) nghịch biến trên miền xác định thì bất phương trình 

(l )<=>/(/>x + m)< /Ị^/ex +vj<=> px + u >ằJqx + v (2') 

Bước 3 : Tìm cách giải cho phương trình (2). 

- Hoàn toàn tương tự đối với các bất phương trình 

ax 3 + bx 2 + cx + d < (e,x + Vj ) ịjex + V 
ax 3 + bx + cx + d > (e t x + Vj ) \lex + v 
ax 3 +bx 2 +cx + d> (ejX +J ) vịíẽx + v 
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- Cũng giống nhưphưong trình, các bất phương trình cũng vô cùng phong 
phú, và không phải khỉ giải bất phương trình ta chỉ gặp những dạng nêu trên. 
Do đỏ đòi hỏi người học phải biết tìm tòi, sáng tạo,linh hoạt khi đủng trước 
một bài toán. Chủng ta xét các ví dụ tiếp sau. 

Vỉ dụ 16. Giải bất phương trình 

Vx 2 - 2x + 3 - Vx 2 - 6x + 11 > V 3 - X - Vx - 1 (l) (xel). 


ìSl. Nhân xét: 


Ở đây ta phải để ý thấy \[x^-2x+3=Ậx-lf +2 và \/x 2 -6x+ll = y(3-x) 2 +2 

và từ đó sẽ nhận ra được hàm đặc trưng. 

Bài giải tham khảo 


Điều kiện: 


x-1 > 0 
3-x>0 
X 2 - 2x + 3 > 0 
X 2 - 6x +11 > 0 




X>1 
X < 3 

(x-1) 2 +2>0 
(x-3) 2 + 2 > 0 




w * /v 1 A A w J) -r ^ u 

(1) ự(x -1) 2 + 2 + V^ĩ > yj(3 - x) 2 + 2 + V3 - X (lữ) 
Xét hàm số f(t) = \Ịt 2 + 2 + -\/7 với t G [0;+oo). 



Ta có f'(t ) = , = + —Ỵ > 0, \/t e (0;+oo) suy ra hàm số f(t) đồng biến 

trên (0;+oo). 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên [0;+oo). 

Do đó bất phương trình (l) <^> /(x -1) > /(3 - x) X -1 > 3 - X <=> X > 2 . 
Kết họp điều kiện (*) ta được 2 < X < 3. 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là T = (2; 3]. 

'ỉSk Nhân xét : 

- Ớ vỉ dụ trên ta cũng cỏ thế nhận thay cách giải khác là dùng phương pháp 
nhân liên hợp, nhưng như đã nói từ ví dụ 1, trong các vỉ dụ chủng ta chỉ nói 
đến phương pháp áp dụng trong sáng kiến là khai thác tính chất của hàm đặc 
trưng. 

- Ở vỉ dụ trên ta có thể thay hàm f ( t ) = \lt 2 +2 + \ft bởi hàm g(t ) = slt 4 +2 + 1 

2t 3 

với t e [0;+oo), và khi đỏ g'(t) = , == +1 > 0, \/t e [0;+oo). 

slt 4 + 2 

Ví dụ 1 7. Giải bất phương trình 

sjx 2 + X +1 - sj3x 2 + 3x +1 < -ị— - x . , + x -Y 

(x 2 + X + l)(3x 2 + 3x +1) 
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ìs. Nhản xét : 

De thay ở vế phải ta có thế tách ra thành hai biếu thức có liên quan với vế 
trái, và từ đó ta cỏ được cách giải sau. 

Bài giải tham khảo 

r ~ 

( _ 1 

X + — 

l 2y 


Điều kiện: 


X + X +1 > 0 


3x +3x + l >0 






+ 4>0 

4 


í 


1 

X + — 


V 


<=> Vx e R. 


+ \>0 

4 


slx 2 + X +1 - sl3x 2 + 3x +1 < -ị— - x , , + * -- 

(x + X + l)(3x 2 + 3x + lj 

<=>Vx 2 +X + l- slsx 2 + 3x + 1 < 4 —-----r-—--- 

2 ^X 2 + X +1 3x 2 +3x + lJ 

<=> Vx 2 +X + 1 —ỉ-- < sỈ3x 2 + 3x +1 - r——-- (1) 

2 X 2 + X +1 2 3x 2 + 3x +1 w 

Xét hàm số f[t) =\ít~.~ , Ví G (0;+oo). 

Ta có /'(f) = —^= + —— >0, Víe(0;+oo) suy ra hàm số f(t) đồng biến trên 
2\lt 2 1 

(0;+oo). 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên (0;+oo). 

Do đó bất phuơng trình 

(l) <=> /(x 2 + X +1) < f (3x 2 + 3x +1) <=> X 2 + X +1 < 3x 2 + 3x +1 
<=> 2x 2 + 2x > 0 <=> X e (-oo;-l) u (0;+oo). 

Vậy tập nghiệm của bất phuơng trình đã cho là T = (-oo;-l) u (0;+oo). 

Vỉ dụ 18. Giải bất phuong trình 

X - V3x - 2 < sl9x 2 - 6x - xslx 2 + 2 (l) (xgM). 

"S- Nhân xét : 

Quan sát bất phương trình đã cho, ta có thể nhỏm X và X\jx 2 + 2 , 
yj3x - 2 và \J9x 2 - 6x với nhau ( vì với điều kiện để phưong trình cỏ nghĩa 
thì yj9x 2 - 6x = ^3x(3x - 2) = V3x - 2.\Ĩ3x). 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: X > — (*) 

3 

(l)ox + xVx 2 + 2 < yj3x - 2 + yj{3x - 2)3x 

<=> X + x\Jx 2 +2 < V3x - 2 + y/3x - 2.Jịy/3x - 2 +2 


22 



Xét hàm số /(í) = t + tyỊt 2 + 2 với t E R. 

Ta có /'(í) = 1 + Vr + 2 + ^ = > 0, Ví <E R suy ra hàm số f(t) đồng biến 

trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó bất phương trình (l) /(x)< fỤ 3x - 2 j X < V3x - 2 (2) 

Với điều kiện (*) ta có: (2)X 2 < 3x - 2 <=> X 2 -3x + 2<0<^>l<x<2 
Kết hợp điều kiện (*) ta được 1 < X < 2. 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là T = [l; 2]. 

Vỉ dụ 19 : Giải bất phương trình: 

3x.|2 + VÕx^T^I + (4x + 2 )ỊVĨ-kxTx 2 " + lj>0 (xeR). (1) 
"ỈS. Nhân xét : 

Quan sát ta có thể thấy biểu thức \Ì9x 2 + 3 có thể biểu diễn qua 3x bằng cách 

\j9x 2 + 3 = ^(3x) 2 + 3, vậy thì với Vl + X + X 2 sẽ biển đổi như thế nào? 

Bài giải tham khảo 

TXĐ: D = R. 

Bất phương trình (1) 3x.^2 + V9x 2 + 3 j > -(4x + 2)|Vl + X + X 2 + lj 

<=> 2.3x + 3xẬ3xf + 3 > 2(-2x-1) + (-2x- l)(^/(-2x-l) 2 + 3 ] ( 2 ) 

Xét hàm số / (t) = 2 1 + t.\Jt 2 + 3 với t E R. 


Ta có f\t) = 2 + \Ịt 2 + 3 + —= _- >0, \/t E R suy ra /(í) là hàm đồng biến 

Ví 2 +3 


trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình: ( 2 ) <» /(3x) > /(-2x -1) 3x > -2x - 1 <=> X > 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình: 


1 , ì 

;+Q0 

L 5 J 


Ví dụ 20 : 

Giải bất phương trình: 4|2x - l|(x 2 - X + 1) > X 3 - 6x 2 + 15x -14 

Bài giải tham khảo 


( 1 ) 


TXĐ: D = R. 


Ta có BPT(l) |2x-l|[(2x-l) 2 + 3 ] > (x-2) 3 +3x-6 
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\2x - 1| 3 + 3 \2x - 1| > (x - 2) 3 + 3(x - 2) (*) 


Xét hàm số: f(t) = t 3 + 3t, \/t G R, ta có f'(t) = 3r + 3 > 0, Ví e R suy ra f(t) 
là hàm đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm đồng biến trên R. 


Do đó bất phương trình (*)<=>/( 2x - 1) > f(x- 2) <=> 2x - 1 > X - 2 


<=> 



1 


1 


x>- 


x>- 

< 

2 

< 

2 


2x -1 > X - 2 


X > -1 


<=> 


<=> 


1 


1 


X < — 


X < — 

< 

2 

<! 

2 


2x -1 < -X + 2 


X < 1 


_ 1 

x>^ 

^ Vx e R. 
, 1 
X < -7 
2 


Vậy bất phương trình nghiệm đúng Vx e R. 

Qua các ví dụ ở trên, chủng ta đã "thử sức" với các phương trình và bất 
phương trình đại so đưa được về giải quyết theo phương pháp hàm đặc trưng, 
thấy được hiệu quả của phương pháp này. Nhưng sẽ là không toàn diện nếu 
chủng ta bỏ qua việc khai thác tỉnh chất này đối với hệ phương trình đại so 
nói riêng và hệ phương trình nói chung. Vậy, chủng ta cùng xem xét tiếp mục 
ba nhé. 

3. Khai thác tính chất hàm đặc trưng để giải hệ phương trình đại số 

Đổi với những hệ phương trình sử dụng được phương pháp hàm đặc trưng để 
giải, ta sẽ thấy được sự đa dạng, phong phủ khi kết họp phương pháp này với 


các phương pháp khác. 


Trước tiên, ta xét các hệ phương trình mà sau khi sử dụng hàm đặc trưng sẽ 
đưa về được các phương trình đơn giản hơn và sau đỏ dùng các phép biến đoi 
cơ bản như biến đoi tương đương, đưa về phương trình tích đế giải. 

Ví dụ L Giải hệ phương trình 


X 3 + X - 2 = y 3 + 3 y 2 + 4 y 

X 5 +/ +ỉ = 0 


ỊJ (x.ysM). 


"Sk Nhân xét : Trong những năm trước đây, việc sử dụng hàm đặc trưng chưa 
là phương pháp thông dụng, pho biến, do đó, học sinh phần nào sẽ gặp khó 
khăn trong biến đoi nếu như chưa được trang bị kiến thức đế giải quyết các 
bài tập dạng này. Nhưng khi đã có phương pháp đưa về hàm đặc trưng thì cỏ 
thê nói bài tập này không còn là trở ngại với các em nữa. 

Với hệ phương trình trên, chúng ta thay từ phương trình (ỉ), bằng phương 
pháp thêm bớt hoặc phân tích, dùng đồng nhất hệ số, ta sẽ tìm được biếu thức 
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liên hệ giữa biến xvày thông qua hàm đặc trưng / (í) = t' +1. Và sau đó, thế 

vào phương (2), ta dễ dàng đưa được phương trình đã cho về tích hai nhân tử 
và giải quyết được bài toán. 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: xeKjet. 


Ta có (l) <=> X 3 + X = (y + 1) 3 + ịy + 1) (lỡ) 

Xét hàm số /(í) = t 3 +t với t G R. 

Ta có f'(t ) = 3r +1 > 0, V7 G R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 
Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phuơng trình (lữ)<=>/(x) = f(y + \)ox = y + loy = x- l. 
Thay y = X - 1 vào phuong trình (2) ta đuợc phuong trình: 


X 


+ X 3 - 3x 2 + 3x = 0 <=>x(x 4 + X 2 - 3x + 3) = 0 <=> X 


4 

í 3 ) 

2 31 

X + 

X —— 

+ — 


l 2 J 

4 


<=>x = 0 


( 3 Y 3 

Vì X 4 + x~-~ + 4 > 0, Vx G R. 

I 2j 4 

Với X = 0 ta có y = - 1. 

Vậy hệ phuong trình có nghiệm (x;y) = (0;-l). 

Ta xét tiếp ví dụ sau, xem điều đáng phân tích ở đây là gì? 

Vỉ dụ 2, (Đồ thi Đại học khối A năm 2012) 


Giải hệ phuong trình 


X 3 - 


3x 2 -9x + 22 = / +3/ -9y (1) 


X 2 + y 2 - X + y = ^ 


( 2 ) 


(x,y e R) 


"Sk Nhân xét : 

- Ta thấy ở phương trình (1), bậc cao nhất của hai ấn X, y đều là bậc ba nên 
khả năng sử dụng tỉnh đồng biến, nghịch biến là rất cao. Mặt khác, do hai vế 


đều có hạng tử bậc hai nên ta cần tìm những sổ thỏa mãn 


m(px + u) 3 + n(px + u) = m(qy + v) 3 +n(qy + v) (r) 

Hệ so trước X 3 , y 3 trong khai triển (V) là mp 3 , mq 3 

Hệ sổ trước X 3 , y 3 trong khai triển (1) là 1. Do đó ta chọn m = ỉ, p = ỉ, q = ỉ. 


Lúc đó (V) <=> (x + uỴ + n[x + u) = (y + v) 3 + n{y + v) (2') 

Lập luận tương tự ta lại cỏ hệ sổ của X 2 trong khai triển (2) là 
Í3« = -3 ịu = -1 

[3v = 3 ^|v = l 

Lúc đó (2) (x -1) 3 + n{x - 1) = (y +1) 3 + n{y +1) (3') 
Lập luận tương tự ta lại có hệ số của X trong khai triến (3) là 
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Í3 + « = -9 
' "<=>« = -12 
[3 + n = -9 

Do đó (3’) <z> (x - 1) 3 -Ì2(x-l) = (y + 1) 3 -12 (y + 1) 

(Sau khi phân tích được như trên, ta nên khiếm tra lại một lần nữa bằng cách 
khai trỉến ra xem có đủng là phương trình (ỉ) hay không). 

- Vấn đề gặp phải tiếp theo là khi phương trình (1) đã biến đoi đế nhìn ra 
được hàm đặc trưng là / (í) = t' - 12 1 thì hàm f(t) này là hàm không đơn điệu 
trên R , do đỏ ta phải quan sát tiếp đến phương trình (2). 

Ta thấy ( 2 ) <=> 


( 0 

2 

( 0 

X- 

+ 

y + - 

l 2j 


l 2 J 


= 1 


Do đó ta có 


-l<x-ị<l 
2 

-1 < V + 2- < 1 
2 




2 2 

4*y + l4 

2 2 


Lúc này hàm số f(t) -1' -1 2t sẽ nghịch biến trên 

Bài giải tham khảo 


3.3 

2 ; 2 


Điều kiện: X G R, y e R. 

X 3 -3x 2 -9x + 22= y 3 +3 y 2 -9y 

x 2 +y 2 -x + y = ^ 

Từ phương trình (2a) ta suy ra 

r - r 




(x -1) 3 - 12(x -1) = (y + 1) 3 - Ì2(y + 1 ) (lu) 


( 0 

2 

' iỴ 

X —— 

+ 


\ 2j 


V 2 ) 


= 1 


(2 a) 


-l<x-ị<l 
2 

-1< v + ị<l 
2 


<=> 


-Ux-ĩ4 

2 2 

4*y + l4 

2 2 


Xét hàm số / (t) = t 3 - 12 1 với t 
Ta có f'(t) = 3t 2 -12í<0,Ví. 


3.3 

2 ; 2 


3.3 

2 ; 2 


3.3 

2 ; 2 


suy ra hàm số f(t) nghịch biến trên 


Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên đoạn 


3.3 
2 ’ 2 


L_ — — _l 

Do đó phuong trình (lữ)<z>/(x- 1 ) = f(y + \)ox-l=y + loy = x- 2. 
Thay y = X - 2 vào phuong trình (2a) ta đuợc phuong trình: 
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í 


1 


X- — 

V 2. 


( 

X- — 

\ 2 . 


íV 


= 1 <íí> 4x 2 - 8x + 3 = 0 <=> 


1 3 

x = -=>y = - 

2 2 

3 1 

X = — => y = - 
2 2 

1 3U3 o 


2 2 


2 2 


Vậy hệ phương trình có nghiệm (x;y) = 

Fí du 3. (Đề thi Đại học khối A, AI năm 2013) Giải hệ phương trình 

yjx + ì + yịx - ì - ^y 4 + 2 = y (l) 


X 2 + 2x(y -1) + y 2 - 6y + 1 = 0 (2) 


(x,y eR). 


Nhân xét : 

- Khi nhìn qua hệ phương trình, đa so học sinh sẽ nghĩ cố gang giải phương 
trình thứ hai trước vì nghĩ rằng nổ đơn giải, có thế đưa về phương trình tích 
bằng cách đặt nhân tử chung, hoặc đưa được về phương trình tích bằng cách 
coi (2) là phương trình bậc hai ân X, nhưng khi bắt tay vào tính toán theo 
hướng này thì biệt thức denta lại không phải là so chính phương. 

- Cũng có những học sinh nhìn ra việc biến đoi đưa phương trình thứ nhất về 
dạng hàm số f(u) =f(v) bằng việc thực hiện ngay phép biến đoi 

VxTT + ịỊx — 1 - sjy 4 + 2 - y <=> Ậx - 1) + 2 + yjx- 1 = yỊy 4 + 2 + ịịỹ 4 
Đen đây, các em đã mắc sai lầm là chỉ được phép thay y = ị[ỹ 4 nếu y> 0 và 

thay y = -ịỊ-ỹ 4 nếu y < 0. Như vậy phép biến đổi trên đã không xét đến dấu 

của y, và do đó là một phép biến đổi không được chấp nhận. 

Nếu học sinh phát hiện ra vấn đề và điều chỉnh lại bằng cách xét hai trường 
hợp y>0 và y < 0 thì các em lại gặp khó khăn trong trường hợp xử lí với y < 


0 

- ơ bài này, cái hay là việc khai thác hiệu quả phương trình thứ hai đê dùng 
nỏ giải quyết cho phương trình thứ nhất. 

Với những học sinh có kĩ năng và tâm lí làm bài tốt, các em sẽ giải quyết 
được bằng cách đặt ra câu hỏi, liệu phương trình thứ hai cỏ giúp cho việc 
giải quyết trường hợp y < 0 hay không? Và khi đó, nếu đế ỷ kĩ đến phương 
trình hai thì ta sẽ thấy nó đã được viết dưới dạng 2 số đầu của một tong bình 
phương, và khi đỏ việc thêm bớt đế đưa được về dạng tống bình phương là 
hoàn toàn có khả năng thực hiện được. Và khi đó vấn đề vướng mắc sẽ được 
giải quyết triệt đế. 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: X > 1, y G M (*). 

(2) <=> X 2 + 2x(y -1) + (y -1) 2 = 4y <=> (x + y -1) 2 = 4y => y > 0. 

Khi đó (1) Ặx-ì) + 2 + Vx^ĩ = V/ +2 + 47 ( lữ ) 

Xét hàm số /(í) = sjt +1 + ị[t với t G [0;+oo). 
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Ta có = — , -t--p-->0, Ví>0 suy ra hàm số f(t) đồng biến trên 

2V/-1 

(0;+oo). 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên nửa đoạn [0;+oo). 

Do đó phưong trình (lỡ)/(x - 1 ) = /(y 4 )<^>x-l = y 4 <»x = y 4 +l. 

Thay vào phưong trình (2) ta được: 

y = 0=>x = l ( tmdk (*)) 

(y*+y) =4yo , , ,2 . . 

_t(t + 1 ) =4 ( 2 ữ) 

Giải phưong trình (2a): 

(2a)»/ + 2/ + y-4 = 0«(>.-l)(/+/+y+3/ + 3/+3y + 4) = 0 
y = 1 => X = 2 ịtmdk(*)) 

^[/+/+/+3/+3/+3y + 4 = 0 (26) 

Phưong trình (2b) vô nghiệm vì với y > 0 thì vế trái của (2b) luôn lớn hon 0. 
Vậy hệ phưong trình có hai nghiệm (x; y) = (1; 0), (2; 1). 

Ví dụ 4. (Đe thỉ học sinh giỏi tỉnh Hải Dương năm học 2012 - 2013) 

..Ịx 3 -3x = VCy-l) 3 -^9(y-ì) ( 1 ) 

Giải hệ phưong trình i _ ,_ (x; y el). 

i+y^ĩ=yy^ĩ ( 2 ) 

Bài giải tham khảo 

_ [x > 1 , . 

Điều kiện: ị " (*). 

Từ phưong trình (2) suy ra yjy - 1 -l>0<^>y>2 
(1) ^ X 3 - 3x = () 3 - 3 . 44^1 (1 a) 

Xét hàm số f(t) = t ĩ -3t với íe[l;+oo). 

Ta có f'(t ) = 3 1 2 - 3 > 0, \/t > 1 suy ra hàm số f(t) đồng biến trên [l;+oo). 

Mặt phác f(t) là hàm liên tục trên nửa đoạn [l;+oo). 

Do đó phưong trình (lỡ ) <=> /(*) = /Ụy- ỉ) <=> X = 4 y - 1 

Với X = 4y-l thay vào (2) ta được phưong trình: 



Với X = 1 ta có y = 2. (thỏa mãn điều kiện (*)). 

Với X = 2 ta có y = 5. (thỏa mãn điều kiện (*)). 

Vậy hệ phưong trình có hai nghiệm (x; y) = (1; 2), (2; 5). 


Ví dụ 5. Giải hệ phưong trình 
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4xV8x - 4 -12/ -5 = 4/+13 V + Vl8x - 9 (lì 

_ Ijel . 

4x 2 - 8x + 4v2x - 1 + 2y 3 + ly 2 +2y = 0 (2) 

Nhân xét : 

Sẽ biến đoi được phương trình (1) nhờ việc dựa vào hàm đặc trưng 
/(/) = 4/ ' + 1 . Khi đó, phương trình (2) được giải quyết dựa vào phương 

pháp đưa về phương trình tích. 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: X > —; y G R (*). 


Ta có: 

(1) <z> 8xV2x - ĩ = 4y 3 +12 y 2 +\3y + 5 + 3 V2x - ĩ 
<=> [4(2x -1) +1] V2x -1 = 4( 7 +1) 3 + (y + l) 

4(V2x -1 ) 3 + yj2x -1 = 4(y +1) 3 + (y +1) (lữ) 

Xét hàm số: /(í) = 4t 3 +1 trên R. 

Ta có f'(t) = 12 1 2 + 1 > 0, \/t e R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phuơng trình 


(la)<^> f[yỊ 2x-l j = /(y + l)<^>V2x-l=y + l<^>j 


'y>-\ (»*) 

2x = y 2 +2y + 2 (lh) 


Thay (lb) vào (2): 

(y 2 + + 2j -4^y 2 + 2y + 2) + 4 [y +1) + 2y 3 + ly 2 +2y = 0 


<z> y 4 + 6y 3 +1 ly 2 + 6y = 0 <z> y (/ + 6y 2 +1 ly + ó) = 0 


y(y + l)(y 2 + 5y + ó) = 0 <^> 

Đối chiếu điều kiện (**) ta đuợc y = 0; y = -1. 

Với y = 0 ta có yj 2x-l =1<^>2 x-1 = 1<^>x = 1 (thỏa mãn điều kiện (*)). 
Với y = -1 ta có V2x-1 = 0<^>2x-l = 0<^>x = ^ (thỏa mãn điều kiện (*)). 

fl \ 

Vậy hệ phuong trình đã cho có nghiệm (x,y) = (l;0), 4-;-1 . 

v2 ) 


y = 0 

T = -1 

y = - 2 
y=- 3 


Vỉ dụ 6. Giải hệ phuong trình 
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3x 2 - 2x - 5 + 2xVx 2_ +7 = 2( y + l)Jỹ^^2y~+2 (l) . V 

1 t t \y )yy y V) U yeR \ 

X 2 +2y 2 = 2x-4y + 3 ( 2 ) 

~ăk Nhânxét: 

Ớ ví dụ này, nếu xét độc lập từng phương trình thì việc dẫn đến hàm đặc 

trưng sẽ gặp khỏ khăn. Vì vậy ta sẽ phải trừ vế với vế của hai phương trình, 

khi đỏ ta sẽ thay xuất hiện được hàm đặc trưng. 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: xeK,)/et. 

Trừ vế với vế tương ứng của hai phương trình ta được phương trình: 

X 2 + x\Jx 2 +1 -1 = y 2 +2 y + (y + 1)1 J(y +1) 2 +1 

<=> V 2 + xsjx 2 +1 = (y +1) 2 + (y +1 )-\Ị(y +1) 2 +1 (lữ) 

Xét hàm số / (í) = t 2 + t.slt 2 + 1 trên M. 


r{t )-2 

dt +\ Ví +1 Ví +1 

suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Vì vậy ta có (lỡ) <^> / (x) = f(y + l)<^x = y + l<^y = x~l 
Thay y = X - 1 vào phương trình (2) ta được: 

X = -1 


> 0, \/t e R 


3x 2 - 2x - 5 = 0 <=> 


5 

X = — 

3 


Với X = - 1 ta có y = -2. 

Với X = — ta có y = —. 
3 3 


Vậy hệ có nghiệm (x;y) = (- 

Ví dụ 7. Giải hệ phương trình 

X 6 -ỷ +x 2 -9y 2 -30 = 28y (1) 


y/2x + 3 +x = y 


( 2 ) 


(x,y e R) 


ìs. Nhân xét : 

Việc đưa phương trình (ỉ) về dạng áp dụng được hàm đặc trưng f{ t) = V +1 
sẽ là không còn khỏ khăn nữa, khỉ đó ta đưa được về phương trình X 2 = y + 3 
và từ phương trình (1) ta sẽ chỉ ra được y + 3 > 0. 

Bài giải tham khảo 

Điềukiện: x>-— ;y gR (*). 
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Từ phương trình (1) ta có 

X 6 + X 2 = y 2 +9 y 2 + 28y + 30 <=> X 2 (x 4 + 1 ) = (y+ 3)Ị^(y+ 3) 2 +1 =>y+ 3>0 
Xét hàm số /(í) = tịt 2 + 1 ) = t 2 + t với t e [0;+oo). 

Ta có f\t ) = 3r +1 > 0, Ví G R suy ra hàm số / (t) đồng biến trên [0;+oo). 
Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên [0;+oo). 

Do đó phương trình ( 1 ) <=> /(x 2 ) = f(y + 3)<^x 2 =y + 3 (lỡ) 

Thay vào (2): y/lx + 3 =x 2 - X - 3 

x 2 -x-3>0 Íx 2 -x-3>0 

<=> < <=> < 

2x + 3 = X 4 - 2x 3 - 6x 2 + 6x + X 2 + 9 X 4 - 2x 3 - 5x 2 + 4x + 6 = 0 

X 2 - X - 3 > 0 X = 3 

^ < (x + 1)(x-3)(x 2 -2) = 0^ x = -V2 

Với X = 3 thay vào (la) ta được y = 6 (thỏa mãn điều kiện (*)). 

Với X = -yỊĨ thay vào (la) ta được y = - 1 (thỏa mãn điều kiện (*)). 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (x;y) - (3;6),Ị-V2;-lj. 

Ta thấy, để tìm được ra các hàm đặc trưng áp dụng giải quyết cho các 
phương trình không phải là đơn giản, nỏ đòi hỏi kĩ năng, kinh nghiệm, sự tinh 
ỷ, sự kết hợp khéo lẻo của người làm toán, nhưng sau khi đã giải quyết được 
vấn đề này, thì một vấn đề đặt ra tiếp theo là việc giải quyết tiếp các phương 
trình sau đỏ như thế nào? Chủng ta xét tiếp các ví dụ sau, xem xem câu trả lời 
là gì nhé? 

Vỉ dụ 8. (Đề thi Đại học khối A năm 2010) 


j(4x 2 +iy + O-3)V5^ = 0 (1) 

Giải hệ phương trình __ [x,y e M). 

4x 2 + / + 2 V 3 - 4x = 7 (2) 


"S- Nhân xét : 

Qua các ví dụ đã xét ở mục giải phương trình, bất phương trình ta sẽ thấy 
được là phải nhân hai vế của phương trình ( 1 ) với 2 , sau đỏ đưa được 
phương trình (ỉ) về dạng hàm đặc trưng với hàm đặc trưng là hàm 
f{t) = t' + ĩ với íet. Sau khi rút được y từ phương trình (ỉ) và thế vào 

phương trình (2), ta được một phương trình ẩn X, và sau đó tiếp tục phải áp 
dụng tính chất của hàm so ta sẽ tìm được nghiệm của hệ phương trình. 

Bài giải tham khảo 


,4 

Điều kiện < 1 



Ta có ( 1 ) (2x) 3 + 2x = 
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Xét hàm số / (t) = t ĩ + t với íel. 

Ta có f'(t) = 3r +1 > 0, Ví e R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R . 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R . 

Do đó phương trình 

íx > 0 

(\a)o f(2x) = fỤ5-2y^o2x = ^5-2y <o< _5-4x 2 

/ ~~ 2 

(5 Ỳ _ 

Thế vào phương trình (2) ta được: 4x 2 + — 2x 2 + 2v3 - 4x - 7 = 0 (2 a) 

\2 ) 

t x 3 

Nhận thây X = 0 và X = -Ị không phải là nghiệm của (2a). 

(5 Y ,- ( 3 \ 

Xét hàm g(x) = 4x 2 + ---2X 1 + 2V3 -4x - 7, trên khoảng 0;-- . 

V 2 ) V 4 ) 


(5 \ 4 4 í 

g'(x) = 8 x-8x t-2x 2 - ■ =4x(4x 2 -3Ì- ■ _ <0,Vxe 0;4 

w u J v > y ’4j 

1 ,r í 3) 

suy ra hàm g(x) nghịch biên trên khoảng 0; Y . 


, 1 

Mặt khác g — - 0, do đó phương trình (2a) có nghiệm duy nhât X = — , suy 

y2j 2 


ra y = 2 (thỏa mãn điều kiện (*)). 

(ị \ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm: (x;y) = \-~\2 . 


Đen đây, người đọc đã biết được phương pháp mà tôi muốn nói đến khi kết 
hợp với phương pháp hàm đặc trưng. Đó chỉnh là sự kết hợp lại một lần nữa 
phương pháp hàm số, sử dụng tiếp tính đơn điệu của hàm số cho các phương 
trình, bất phương trình. Có thế nói phương pháp này được sử dụng khá nhiều 
và khá hiệu quả. Chủng ta xét tiếp các ví dụ sau. 

Ví dụ 9. (Đe thỉ học sinh giỏi tỉnh Hải Dương năm học 2013 - 2014) 

3xy(l + ^9y 2 +1) = -/==- r (l) 

Giải hệ phương trình ' ' vx + 1-yx (x;yeR). 

x 3 (9y 2 +l) + 4(x 2 +l)Vx = 10 (2) 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: X > 0; y G R (*). 

Nhận xét X = 0 không thỏa mãn hệ phương trình. 

Xét X > 0 
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Phương trình (1) <=> 3y + 3yyị9y 2 +1 = + 1 + 

X 

« 3y + 3yẬ3yf +1 = -L + 4=14=ì +1 ( la ) 

Vx \jx \\gx J 

Từ (1) và X > 0 ta CÓ y > 0. Xét hàm số f(t) = t + t.\Jt 2 +1 với t G (0;+oo). 

1 ——- V 

Ta có f'(t) = \ + yt 2 +1 + J= - > 0, \/t e (0;+oo) suy ra hàm số f(t) luôn 

\lt 2 +1 

đồng biến trên khoảng (0,+oo). 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên khoảng (0;+oo). 

( ] ) \ 

Do đó phương trình (la) /(3y) = / —ị= <^3y = —ị= 

\yjxj ' Vx 

Thế vào phương trình (2) ta được: 

X 3 + X 2 + 4(x 2 + l).Vx = 10 X 3 + X 2 + 4(x 2 + l).Vx -10 = 0 
Đặt g(x) = X 3 + X 2 + 4(x 2 + l).Vx -10, với X G (0;+oo) 

Ta có g'(x) = 3x 2 + 2x + 4 2xVx + (x 2 +l)— ^J= > 0, Vx G (0;+oo) 

L 2yxJ 

suy ra hàm số g(x) là hàm số đồng biến trên khoảng (0,+oo). 

Mặt phác g(x) là hàm liên tục trên khoảng (0;+oo). 

Tacóg(l) = 0. 

Vậy phương trình g(x) = 0 có nghiệm duy nhất X = 1 (thỏa mãn điều kiện (*)). 

1 .’ , , , s 1 

Với X = 1 => y = Ỷ. Vậy hệ có nghiệm duy nhất: (x; y) = (1; ^). 

Ví dụ 10. (Đề thỉ học sinh giỏi tỉnh Vĩnh Phúc năm học 2012 - 2013) 

2y 3 + y + 2xVl - X = 3yj\ - X (l) 

Giải hệ phương trình < _ _ (x,y G R). 

{2yj2y 2 +l+y=4+V4+x ( 2 ) 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: -4 < X < 1, y G R (*). 

Ta có 

( 1 ) <=> 2y 3 + y = 2Vĩ - X - 2xVl - X + Vĩ - X 

<=> 2y 3 + y - 2(1 - x) Vl - X + Vl - X (lữ) 

Xét hàm số /(í) = 2r 3 +1 với íel. 

Ta có f'(t) = 6 t 2 +1 > 0, Ví G R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 


33 



Do đó phương trình (la) <=> f(y) = f[ Vl-x) <=>y = Vl -X <" , 

v ’ [ỷ =l-x 

Thế vào (2) ta được phương trình: 

V3-2x + Vl-x=4 + V4 + x<=>V3-2x + Vl-x-V4 + x= 4 (2 a) 

Xét hàm số g(x) = \Í3 - 2x + Vĩ - X - V 4 + X liên tục trên [— 4;l] , ta có 

g'(*) = —- - /j— - - 7 == < 0, Vx e (—4;1) 

■\J3-2x 2 vĩ - X 2V4 + X 

suy ra hàm số g(x) nghịch biến trên (-4;l). 

Mặt khác ta có g(-3) = 4. 

Do đó phương trình (2a) <=> g(x) = g(-3 )<^>x = -3=>y = 2 (thỏa mãn điều 
kiện (*)). 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (x;y) - (-3; 2 ). 

Ví dụ 11. Giải hệ phương trình 

x 3 (4y 2 +l) + 2(x 2 +l)Vx=6 ( 1 ) 


X 2 yị2 + 2^4y 2 + l) = x + Vx 2 +1 ( 2 ) 

Bài giải tham khảo 

ĐK: X > 0; y G R (*). 

Nhận thấy (0; y) không là nghiệm của hệ phương trình 


(x,y eR) 


Xét X > 0 . 


-í XV V ^ . 

Từ phương trình (2) ta có 2 y + 2y^4y 2 +1 = — + -J-y +1 (2a) 

X X V X 

Xét hàm số f{t) = t + tyịt 2 +1 với t e R, ta có f(t) là hàm liên tục trên R. 

Ta có /'(t) = l+yt 2 +1h— >0,VíeR suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 


ylẽVl 

Do đó phương trình (2a)<»/(2y) = / 


í 1 A 


vx; 


. , 1 

o 2 y = - 

X 


Thay vào phương trình (1) ta được phương trình: 

X 3 + X + 2(x 2 + 1 ) Vx = 6 <=> X 3 + X + 2Íx 2 + 1 ) Vx - 6 = 0 

Xét hàm số g(x) = X 3 + X + 2(x 2 + 1 )Vx - 6 với xe(0;+oo), ta có g(x) là 
hàm liên tục trên (0;+oo). 


_Ị_ ^ I _ r 

Ta có g'(x) = 3x 2 +1 + + 4X\jx > 0 với X e(0;+oo) suy ra hàm số g(x) 

vx 

đồng biến trên khoảng (0;+oo). 

Mặt khác g(l) = 0. 
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Do đó phương trình g(x) = 0 <=> g(x) = g(l) <z> X = 1 

Với X = 1 ta có y = — (thỏa mãn điều kiện (*)). 

.. 

Vậy hệ phương trình có nghiệm 1;— . 

\ 2 ) 

Ví dụ 12. Giải hệ phương trình 

x(4x 2 +1) - y^2y-l = 0 (l) 

[7 / N (x,yeR). 

-2x 2 + xy + 3x - + 2 = 0 ( 2 ) 


ĐK:x>-4 ;y>ị (*). 
Ta có 

(1)<^2x(4x 2 +i)-2^ 


Bài giải tham khảo 


(1) <=> 2x(4x 2 + 1 ) - 2y-sj2y -1 = 0 <=> (2x) + (2x) = Ụ2y -1) +72 
Xét hàm số f[t) = t 3 +t với íet. 

Ta có f'(t ) = 2r +1 > 0, Ví e M suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình 

ÍK— K—T„ h-° (") 


1 ) + V 2 V -1 (la) 


(lữ) <=> / (2x) = 


1 <=> 2x = J2y -1 <=> 


4x 2 +1 = 2 y 


Thay vào phương trình (2) ta được phương trình: 


-2x 2 + xy + 3x-, H- + 2 = 0<=> -4x 2 + x(2y) + 6x- \j2x + 8 = 0 


<=> -4x 2 + x(4x 2 + l) + 6x - sj2x + 8 = 0 <=> 4x 3 - 4x 2 + 7x - V2x + 8 = 0 

Xét hàm số g(x) = 4x 3 -4x 2 + 7x- a/2x + 8 với xe[0;+oo), ta có g(x) là 
hàm liên tục trên [0;+oo). 


g'(x) = 12x 2 -8x + 7 — J=L= = 4x 2 + 2(2x-l) 2 + , * + 8 - >0 ,Vx>0 

a/ 2x + 8 \ 2x + 8 

nên hàm số đồng biến trên khoảng [0;+oo). 

Mặt khác dễ thấy g 4" = 0. Do đó phương trình g(x) = 0 có nghiệm duy nhất 

\2J 


> 0, Vx > 0 


x — —. 
2 
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Với X = ^ ta có y = 1 (thỏa mãn điều kiện (*) và (**)). 


Vậy hệ phương trình có nghiệm 




Vỉ dụ 13. Giải hệ phương trình 

\Ị2x +1 - y/2 y +1 = x-y (l) 

X 2 -12xy + 9/+4 = 0 (2) 


(x,ye R). 


ÌÃ. Nhân xét: 


Rõ ràng, từ phương trình (ỉ), ta thấy ngay được phương trình đặc tnmg 
f{t') = yỊ2t + \ -t, nhưng khi đó ta lại gặp trở ngại là hàm sổ không luôn 

đồng biến hoặc nghịch biến trên tập xác định đã chỉ ra. Vậy ta phải làm gì? 

Bài giải tham khảo 

1 


Điều kiện: 


x> 


y>-- 
2 


ĩ (*)• 


V 

Từ phương trình (2) nếu hệ phương trì nh có nghiệm (x; y) thì x.y >0 (**) 
Ta có (l) <=> yj2x +1 - X = ^2y +1 - y 


Xét hàm số f{t) = yj2t + \ -t với t 

1 , ^ 

;+00 . 

2 J 

Ta có f'{t)= r—— 

w V27+Ĩ 

Bảng biến thiên: 


1 , 

—;+Q0 


, f(t) là hàm liên tục trên 


1 1 \ — \j2t + \ „ / \ _ _ 

-1 = — ; /'(í) = 0<=>í = 0 


yj2t + 1 



Do (**) nên xảy ra các trường họp sau: 


Trường họp 1: x,y G 


ịo : f( x ) = f(y)^ x = y 

_ 2 J 

Trường họp 2: x,y e (0;+oo): / (x) = / (y) <=> X = y 
Do đó phương trình ( 1 ) <=> f{x) = f (y) <=> x = y . 
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Thay X = y vào phương trình (2) ta được phương trình: X 2 = 2 <^> X = ±\[ĩ . 
Kết họp điều kiện (*) ta được X = y = V2 . 


Vậy hệ phương trình có nghiệm (x;y) 



Qua các vỉ dụ trên, ta thấy chủng cỏ một điếm chung là đều từ một phương 
trình, phát hiện ra việc khai thác tỉnh chất hàm đặc trưng, đưa phương trình 
đó về một phương trình đơn giản hơn, sau đó dùng phương pháp thế, kết hợp 
với phương trình còn lại, ta sẽ giải quyết được bài toán. Vậy câu hỏi đặt ra là 
cỏ trường họp ngược lại hay không? Ta xét tiếp ví dụ sau. 

Ví dụ 14. Giải hệ phương trình: 


+ 4(2*+ 1) = 77^1 + 3 y (1) 

\ [x,y el 

(x + y)(2x-y) + 4 = -6x-3y (2) 


ÌS- Nhân xét : 

ơ ví dụ này, ta chưa nhìn ra hàm đặc trưng ngay cho cả hai phương trình, 
nhưng nếu tinh ỷ, ta sẽ thấy phương trình ( 2 ) cỏ thế đưa được về phương 
trình tích bằng cách coi phương trình ( 2 ) là phương trình bậc hai ấn y (hoặc 
x), và sau đó ta mới xét tiếp đến phương trình (ỉ). 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: X > ]-;y > 1 (*). 


(2) <=> y 2 - (x + 3)y - (2x 2 + 6x + 4j = 0; A = (3x + 5) 2 


Vậy phương trình (2) có hai nghiệm: 


y + X +1 = 0 
2x-y+ 4 = 0 


y + X +1 = 0 vô nghiệm vì X > -j;y > 1 

2x-y + 4 = 0<^>y = 2x + 4, thay vào phương trình (1) ta có: 

V3x -1 + 4(2x +1) = V2x + 3 + 3(2x + 4) 

<=> 2(3x -1) + V3x -1 = 2(2x + 3) + yj2x + 3 (lữ) 

Xét hàm số / (t) = 21 2 +t với t e [0;+oo). 

Ta có /'(í) = 4í + l>0,Ví e[0;+oo) suy ra hàm số f(t) đồng biến trên 
[0;+oo). 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên [0;+oo). 

Do đó phương trình (lỡ)V3x-1 = V2x + 3 <^>x = 4=>y = 12. (thỏa mãn 
điều kiện (*)). 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x,y) = (4;12). 

Chủ ỷ: Phương trình 

V3x-1 + 4(2x +1) = V2x + 3 + 3(2x + 4) V3x-1 - V2x + 3 = 8 - 2x cũng 

có thể giải bằng phương pháp nhân vứi biểu thức liên họp. 
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Tương tự, ta xét tiếp vỉ dụ sau. 

Ví dụ 15. Giải hệ phương trình 

r 4 . 2 . 2 2 3.2 2 

X +y + X y = y + Xy - X 


( 1 ) 


(x,ye R). 


-10x 3 -5x +12y-ll = 2x 2 ịỊlx 3 -7y + 2x + 7 ( 2 ) 

"ỈS. Nhân xét : 

- Từ phương trình (1) ta sẽ biến đoi được về phương trình tích. 

- Sau khi đưa được phương trình (ỉ) về dạng tích và kết họp với phương trình 

( 2 ) thì việc chỉ ra được hàm đặc trưng ở phương trình này không hề đơn giản. 

, 1 , r , , 
Ta phải biên đôi được phương trình đó theo ân t = —, và sau đó mới biên đôi 

tiếp được. 

Điều kiện: X e R; y G R . 

Ta có ( 1 ) <=> (x 2 + y 2 )(x 2 +1 - y) = 0 <=> 


X 


Bài giải tham khảo 


X 2 +y 2 =0 


X +1 - y = 0 


Trường họp 1: X 2 + y 2 = 0 <=> 


X = 0 
T = 0 


Thế vào phương trình (2) trong hệ không thoả mãn. 

Trường họp 2: y = X 2 +1 thế vào phương trình (2) trong hệ ta được 

-10x 3 + 12x 2 - 5x +1 = 2 x 2 .^7x 3 - 7x 2 + 2x ( 3 ) 

Vì X = 0 không là nghiệm của phương trình (3) nên chia cả hai vế của (3) cho 
X 3 ta được phương trình 

~ 10 + ^~V + V =z f~vĩ (y) 

XXX V XX 

Đặt t = —, phương trình (3) trở thảnh: t 3 -5r + 12í-10 = 2.\j 2 1 2 - lt + 1 ( 4 ) 

X 


Đặt a = yịĩt 2 - lt + 1 ta có hệ sau 


r 3 -5í 2 +12í-10 = 2.a ( 5 ) 
2í 2 - Ít + 1 =a 3 (6) 


Cộng vế với vế của (5) và (6) ta đưa về (t -1) 3 + 2 (t -1) = a 3 +2a ( 7 ) 

Xét hàm số /(í) = V + 2 1 với íel. 

Ta có f'(t) = 3t 2 + 2 > 0, Vt G R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình ( 7 ) <^> f(t- 1 ) = 1 = a 

Thay a = t - 1 ta được phương trình 

Ầl2t 2 -lt + 1 = t -1 <z> 2t 2 - Ít + 7 = t 3 - 3t 2 + 3t -1 <z> t 3 - 5t 2 +10* - 8 = 0 


<=>(*-2)^t 2 - 3t + 4) = 0^t = 2 ( Vì t 2 -3t + 4 = 


í 3 V 

V 2 J 


+ ^>0,VteR ). 

4 
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Với t = 2 ta có X = — và y = —. 

2 • 4 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (x;y) = 

Sau đây ta xét các ví dụ kết hợp giữa phương pháp hàm đặc trưng và phương 
pháp nhân liên họp. 

Ví dụ 16. Giải hệ phương trình 

'V-/+6/ + 2(x-ly) = -12 (1) 

>/3 - X + yỹ - 3 =x 2 + y 1 - \0x — 5y + 22 (2) 

Nhân xét : Trong hai phương trình đã cho, ta dễ dàng đưa được phương 
trình (ỉ) về dạng xét hàm đặc trưng f (í) = t 3 + 2 1. Khỉ đó thay y theo X vào 

phương trình hai ta được một phương trình vô tỉ, và với phương trình vô tỉ 
này, dễ thay X — 2 là một nghiệm, do đỏ sẽ tìm ra cách giải là sử dụng 
phương pháp nhân liên họp bằng cách thêm bớt một hằng so thích hợp. 

Bài giải tham khảo 

, , _ fx < 3 _ 

Điều kiện: \ _ (*). 

U>3 V 


(x,ye R). 



Ta có: (1) <z> X 3 + 2x = (y - 2) 3 + 2(y - 2) (lữ) 

Xét hàm số: /(í) = í 3 + 2t trên R. 

Ta có f'(t) = 3 1 2 + 2 > 0 ,\/t e R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình (la) / (x) = f(y-2)<c>x = y-2<^>y = x + 2 (lh) 
Thay (lb) vào (2): 

yj3 — X + X — 1 = X + (x + 2) — lOx — 5(x + 2) + 22 
<=> V3-X + yjx-ì = 2x 2 -1 lx +16 

-^ + ±NL { 2 x -7 )(x -2) 

V3 — X + 1 V X — 1 + 1 

x-2 = 0 (2a) 

■j?rĩT7 + jttĩ7T = ^- 7 > N) 

(2a) o x = 2 => y = 4 (thỏa mãn điều kiện (*)). 

( 2 b) <z> (7 - 2 x) - -_ L + =L = 0 

7 ' V3^x + 1 Vx-Ĩ +1 


<^> 




Vì X < 3 nên 7 - 2x > 1 và 


Từ đó 


(7 - 2x) - 


V3 - X +1 


V3 - X + 1 


+ 


<1 


yjx- 1 + 1 


> 0. Hay (2b) vô nghiệm. 
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Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất 


X = 2 
y = 4 


Ví dụ 1 7. Giải hệ phương trình 

(x + yj x~ + 2x + 2 + l)(y + -\J r ỹ~ + 1) = 1 


( 1 ) 


Điều kiện: 


sjy - xy + 9 + 2013 = ^y 2 + 2y + 4 + 2014x ( 2 ) 

Bài giải tham khảo 

y - xy + 9 > 0 


(x,y G R) 


X G R; y G R 


(*). 


Phương trình ( 1 ) <=> (x + 1 ) W( x+1 ) +ĩ- 


/+1 


(Vì y + \Jy 2 +1 ^ 0 ) 


+ 1 (lữ) 


<=> (x + 1 ) + ij(x + l) +1 - (-y) + 

Xét hàm số f{t) = t + slt 2 +1 trên R. 

r-p , r\í ,\ - t yJt~+\+t y/t~ +t \t\ + t „ 

Tacó /(t) = l+ -?==== = 7 == -> 7 == = l 2——- > 0, £ R 

Vt +1 Ví +1 Ví +1 Ví 2 +1 

suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình (lữ) <=> /(x + 1 ) = /(-y) <=>x + l = -y<=>y = -x-l 
Thay y = - X - 1 vào phương trình (2) ta được: 

Vx 2 + 8 - Vx 2 + 3 = 2014x - 2013 ( 2 a) 

Vx E R ta có 

x 2 +8>x 2 +3>0^> Vx 2 + 8 > Vx 2 +3 > 0 => 2014x - 2013 > 0 => X > 0 
Do đó (2ữ) ỊVx 2 +8 - 3 ) - ỊVx 2 +3 - 2 ) - 2014(x - 1 ) = 0 

<=> (x- 1 ) , - , -2014 = 0 • 

_Vx 2 + 8+3 Vx 2 + 3+2 


= 0 <^> X = 1 


Vì ta có 


x+1 X + 1 2014 (* + i)(V4I-V^-i) 

Vx" +8 + 3 Vx" +3+2 ỊVx- + 8 + 3 j Ị Vx" +3 + 2 j 


-2014<0, Vx>0 


Với x=ltacóy = -2( thỏa mãn điều kiện (*)). 

Vậy hệ có nghiệm (x; y) = (1 ; - 2). 

Ví dụ 18. Giải hệ phương trình 

;(17-3*)VW + (3^14)VVy = 0 (1) 

í ,___ , / ' \x,y e R) 

2V2X+7+5 + 3V3x + 2y+ĩl = X 2 +ÓX + 13 ( 2 ) 

ìs. Nhânxét: 


40 



Để giải được bài tập này, ta thấy ngoài phương pháp sử dụng hàm đặc trưng, 
sử dụng cả hàm so ta còn phải kết hợp cả phương pháp nhân liên họp. 

Bài giải tham khảo 

X < 5 

, J y < 4 .. 

Điều kiện: <_ _ (*). 

2x + y + 5 > 0 w 

3x + 2y +11 > 0 

Ta có (1) <z> [3(5 - x) + 2]V5-X= [ 3(4 -y) + 2~\yj4-y (la) 

Xét hàm số /( t ) = ( 3 1 2 + 2)t = 3t 3 + 21 với t e [0;+oo). 

Ta có f'(t) = 9T + 2 > 0, Ví G [0;+oo) suy ra hàm số f(t) đồng biến trên [0;+oo). 
Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên [0;+oo). 

Do đó phuơng trình 

(l«)<^> /Ịv 5-xì = fỤ4-y^)<^yj5-x = j4--ỹ o5 -x = 4-y y = X-l 

Thay y = X - 1 vào (2) ta đuợc phuong trình: 

2+x + 4 + 3a/5x + 9 = X 2 + 6x +13 (2 a) 

<^> 2( V3x + 4 - 2 ) + 3 ( V5x + 9 - 3 ) = X 2 + 6x 


ux Ui / 

- = -1— — — — X (X + 6) 

J 3x + 4 + 2 V5X + 9 + 3 v ' 


X 


6 , 15 J_ n 

-ỉ- -6-x =0 

13x + 4 + 2 V 5x + 9 + 3 ; 


X = 0 

^ / . 6 - + = - ~6-x=0 (2b) 

_V3x + 4 + 2 V5X + 9 + 3 ' 

Với X = 0 ta có y = - 1 (Thỏa mãn điều kiện (*)). 


Giải phuong trình (2b): Xét hàm số g(x) = 


/3x + 4+2 v5x + 9+3 


6 - X 


liên tục trên -2-; 5 , ta có 
3 


g'(x) =— - --T- - - -T-l<0,Vxe -+5 

V3x + 4(V3x + 4+2) V5 x + 9(V5x + 9+2) V 3 J 

, , r 4 ' 

suy ra hàm sô g(x) nghịch biên trên ;5 . 

Mặt khác ta có g(-1) = 0. 

Do đó phuong trình (2 b) <=> g(x) = g(-l) <=> X = -1 => y = -2 (thỏa mãn điều 
kiện (*). 
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Vậy hệ phương trình có nghiệm (x;y) = (0;-l), (-l;-2). 

Nhận xét: 

- Khi gặp phương trình vô tỉ, một trong các phưong pháp hay được nhắc đến 
đỏ là phương pháp nhân liên họp. Ta thường tìm ra biêu thức liên họp dựa 
vào việc nhâm nghiệm của phương trình, thường những nghiệm đỏ là nghiệm 
duy nhất. Và vì thế, khỉ xác định lượng liên họp của biếu thức vô tỉ tương đối 
đơn giản, ví dụ như ở phương trình trên, ta chỉ cần phát hiện ra X — 0 là một 

nghiệm của phương trình (2a) thì khi gặp V3x + 4 thì ta sẽ thêm bớt một 
hằng sổ để xuất hiện dạng yj 3x + 4-2, khi gặp \l 5x + 9 ta cũng chỉ cần 

thêm bớt một hằng số để xuất hiện dạng \Ị 5x + 9 - 3, khỉ đỏ sau khi nhân và 
chia với lượng liên họp thì sẽ xuất hiện nhân tử chung là X. 

- Đoi với phương trình (2a), học sinh cũng cỏ thế giải tiếp bằng phương pháp 
nhân với biếu thức liên hợp. Đầu tiên dùng hỗ trợ của mảy tỉnh, cỏ thế tìm 
được nghiệm X — -1 của phương trình (2a), và vì vậy, theo hướng phân tích ở 
trên, ta sẽ tách tiếp được như sau: 



2(l-V3x + 4) 3(2-V5x + 9) 

<=> , --- 1 - , -—— = X + 1 

v3x + 4 + 2 'v5x + 9+3 


2(-3x-3) 


/3x + 4+21 + V3x + 4 


n 


3(-5 - 5x) 


= X +1 


'5x + 9 + 3 2 + V5x + 9 


r X_6_15_ 

^ x+ (V3x + 4+2)(l + V3x + 4) (V5x + 9 + 3)(2 + V5x + 9) 

<=> x = -1 

6 15 í 4 A 

( vì ~ 7 /T—7 Tw7 7 ==Y ~ 7 - ^=Y ~l<0,Vxe ~;5 ) 

(V3x + 4+2j(l + V3x + 4j (V5x + 9+3j(2 + V5x + 9) 'v 3 J 

- Như vậy theo cách giải trên, trong trường hợp nếu nhẩm thấy phương trình 
có hai nghiệm thì ta đã dùng phương pháp liên hợp hai lần đế xuất hiện nhân 
tử chung. Vậy ngoài cách thêm bớt hai lần như vậy, ta cỏ cách nào đế chỉ cần 
một lần thêm bớt là đã xuất hiện được nhân tử chung hay không?Khỉ đỏ cách 
làm xuất hiện biếu thức liên hợp thế nào? Ta xét tiếp ví dụ sau. 

Ví dụ 19. Giải hệ phương trình 

V 3 -X 3 +3Í3y 2 -x 2 ) + 32v = 8x-36 (l) 

\’ * w (x,yeR). 

4Vx + 2+ Jl6-3y =x 2 +8 ( 2 ) 


■Sk Nhân xét : 
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Ớ vỉ dụ này ta cần chủ ỷ ở cả hai phương trình đã cho. 

- Thứ nhất, đoi với phương trình (ỉ), ta thay bậc cao nhất của xvày đều là 3, 
vậy thì nhiều khả năng sẽ đưa được về hàm đặc trưng. Vậy thì trước hết ta đế 
ỷ, do các X và y độ lập với nhau, nên việc đầu tiên là ta biến đoi phương trình 
đã cho về dạng (l) X 3 + 3x 2 + 8x = y i + 9y 3 + 32 y + 36 (r). 

Ở vế trái của (ỉ') ta lại để ỷ tiếp cỏ thể đưa được về 
X 3 + 3x 2 + 3x = X 3 + 3x 2 + 3x +1 + 5x -1 = (x +1) 3 + 5 (x +1) - 6 

Vậy thì lúc này vế phải sẽ nghĩ đến việc biểu diễn qua (py + uỴ + 5.( py + u) 
Và khi đó sẽ xuất hiện được hàm đặc trưng f (í) = V + 5/ . 

- Thứ hai, sau khi thếy từ phương trình (1) vào phương trình (2), ta nhận thay 
đây là một phương trình vô tỉ. Đối với một phương trình vô tỉ, phương pháp 
hay dùng nhất đỏ là nhân với lượng liên hợp, tuy nhiên đế tìm ra được lượng 
liên họp cũng đòi hỏi một chút kĩ thuật. Đoi với bài này, nhấm hoặc dùng 
máy tính cầm tay ta thay phương trình cỏ nghiệm là X — -1 và X — 2. 

Đối với phương trình có hai nghiệm trở lên thì cách thêm bớt hằng số vào 
mối căn và liên hợp là không phù hợp. Ớ đây ta không thêm bớt hằng so mà 
phải thêm một biếu thức ax + b nào đỏ. Vậy tìm biếu thức này như thế nào? 

Trước hết ta xét \Ịx + 2 nhẻ 

Với X — -1 thay vào căn có giá trị bằng 1, thay vào biếu thức thêm ta có 

- a + b = ỉ. 

Với X = 2 thay vào căn có giá trị bằng 2, thay vào biếu thức thêm ta có 
2 a + b — 2 . 


Giải hệ 


Ị-a + b = 1 
[2 a + b- 2 



? y 7 I 

Do đỏ biêu thức cân thêm vào đó là: ax + b = — X + —. 

3 3 


Tương tự xét V 22 -3x, biểu thức cần thêm vào đỏ là: 


1 14 

— _ X + —- 

3 3 


Điều kiện: 


X > -2 

<16 (*). 

y^ 1 — 

l 3 


Bài giải tham khảo 


Ta có: 

(l) <=> X 3 + 3x 2 + 8x = y 3 + 9y 2 + 32 y + 36 


<=> (x +1) 3 + 5(x +1) = (y + 3) 3 +5(^ + 3) (lữ) 

Xét hàm số: /(í) = t 3 +5t trên M. 

Ta có f'(t ) = 31 2 + 5 > 0, \/t e R suy ra hàm số f(t) đồng biến trên R. 
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Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình (l a ) <=> f(x +1) = f(y + 3)ox + l = y + 3oy = x-2 
Thay y = X - 2 vào phương trình (2) ta được 

4\/x+~2 +-\/22-3x =x 2 + 8<=>4Í 4x + 2 + ị 22-3x -1=x 2 -x-2 

V 3 J [ 3 J 


<=> 4 


9(x + 2) - X 2 - 8x -16 

Ẩ í — X + 4^ 

9 "V X + 2 H-—— 


+ 


9(22 - 3x) - X 2 + 28x-196 
9Ỉ V 22 - 3x + 


14 - X 


= X 2 - X - 2 


<=> (x 2 - X - 2 ) 


(Vì ta có 1 + 


1 + 


yỊ X + 2 + 


Vx + 2 + 


X + 4 


X + 4^ 

3 , 

■ H-r - 


V 22 — 3x + 


14-x 


= 0 ^ 


X = -1 

X = 2 


V 22 — 3x + 


14 - X 2 
3 , 


> 0, Vx e 


22 

- 2 ;— 

3 


)• 


V J J \ ' 

Với X = -1 ta có y = - 3. (thỏa mãn điều kiện (*)). 

Với X = 2 ta có y = 0. (thỏa mãn điều kiện (*)). 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (—1;— 3 ),(2;0). 

Chú ỷ: Đối với phương trình ở trên, ta cũng có thế nhân thêm với biếu thức 
liên họp hai lần đế làm xuất hiện hai nghiệm X — -1 và X — 2, nhưng vì đã 
trình bày cách này ở ví dụ 18 rồi nên ở đây tôi không trình bày thêm cách giải 
này nữa. 

Ngoài phương pháp hàm số, phương pháp nhân liên hợp, thì phương pháp 
lượng giác hỏa cũng là một phương pháp tỏ ra rất hiệu quả trong nhiều bài 
tập. Sau đây ta tiếp tục thay được việc kết hợp giữa phương pháp dùng hàm 
đặc trưng và phương pháp lượng giác hỏa qua ví dụ sau. 

Ví dụ 20. Giải hệ phương trình 

2y 3 + 2xyỊ\ - X = 3-n/Ĩ - X - y ( 1 ) 


2x 2 + 2xy\j\ + X = y + ỉ 


( 2 ) 


(x,ye R) 


'ỉSk Nhân xét : 

Sẽ biến đoi được phương trình (1) nhờ việc dựa vào hàm đặc trưng 
f (í) = 2f' + 1. Khi đỏ, phương trình (2) có dạng 2x 2 + 2xV1 - X 2 = yjì-x + 1, 

với phương trình này, ta sẽ dùng phương pháp lượng giác hỏa để giải quyết. 

Bài giải tham khảo 

, , _ Í-1<X<1 _ 

Điều kiện: ị _ (*). 

[yeR 

Ta có: (1) <=>2y 3 + y = [ 2(1 -x) + 1 ]Vĩ^x <=> 2y 3 +y = 2(( 3 ) 
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Xét hàm số: /(í) = 2í 3 + 1 trên R. 

Ta có f'{t) = 6r +1 > 0, \/t e R hàm số f(t) đồng biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình ( 3 ) f(y) = fịsl 1-xì <=> y- \Jl-x ( 4 ) 

Thay (4) vào (2): 2x 2 + 2x\/l -X 2 = yjì-x +1 <=> \J\- X = 2x 2 -1 + 2xVl- X 2 
Đặt X = cosí, t e [0;/r] , phương trình (2) trở thành: 


2cos t 2 - l + 2cosíVl-cos 2 í = Vl-cosí Cơs2í + 2cosískư = V2sin— 

2 


<=> COS2/ 1 + sin 2í = V 2 sin 4- V 2 sin 

2 


- ;r3 /— . t . / 

21 + — = V2 sin— <=> sin 


V 


■7 


7T 


21 + 

V 4 


= sin 


t 


<=> 


2í + 4" = 4- + k2 71 
4 2 

2t + 4- = 7Ĩ - 4- + k'27T 
4 2 


<=> 


77 ,477 

t = -— + k—r 

6 3 

3 77 , ,477 

t = -T + k'—r 

10 3 


(&, Ả' 1 e z) 



\ IU y 

Ở v/ dụ trên ta thấy, từ điều kiện của ẩn ta có thể tư duy đến việc dùng 
phương pháp lượng giác hỏa, tuy nhiên với vỉ dụ sau thì sao? Thường thì 
ngay từ điêu kiện của ân, ta có thê định hình được bài toán đã cho cỏ thê giải 
quyết được nhờ phương pháp lượng giác hỏa hay không, nhưng cũng cỏ 
những bài đòi hỏi phải biết chia trường hợp, như ví dụ sau chang hạn. 

Ví dụ 21. Giải hệ phương trình 

x , -ĩx=4P7ĩ ( 1 ) 

< _ X, r c R . 

X 3 +2/+ 7(2x-y) = y+5(x 2 + 2 ) ( 2 ) 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: ị (*). 

\y - “3 v ; 

( 2 ) <=> (x -1) 3 - 2(x -1) 2 + 7(x - 1 ) = y 3 - 2y 2 + ly (2 a) 

Xét hàm số / (í) = t 3 - 2 1 2 + Ít với te R. 


Ta có f'(t) = 3t 2 -4t +7 = 3 


t-- 


+ ^ > 0, V7 e R suy ra hàm SO f(t) đồng 


biến trên R. 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên R. 
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Do đó phương trình 

(2 à) <^> f(x-\) = f(y)oy = x-\ 

Thế vào phương trình (1) ta được: X 3 - 3x = yjx + 2 (lữ) 

Giải phương trình (la): 

Nếu X > 2 thì X 3 -3x = x + x(x 2 -4)>x> Vx+~2 nên phương trình (la) 
không có nghiệm với X > 2. 

Nếu -2 < X < 2 thì đặt X = 2cost, với t G [0; 7 ỉ\. 

Kh i đó phương trình (la) trở thảnh: 

8 cosY - 6cos t = V2cost + 2 <=> 2(4cosY - 3cosí) = ^2(cos t + 1) 


<=> 2cos3t = J 2.2cos 2 — <=> Cơs3t = cos — 


<=> 


3t = 4 + k2ĩĩ 
2 

3/ = -4- + m2/r 
2 




t = k 


4 K 


t = m 


4 K 

T 


( k,m G z) 


/Ị '77* 4^ 

Do t e [0; ;r] nên ta được các giá trị t thỏa mãn là: t = 0;t = -2-; t = -2- 


Với t = 0 ta có X = 2 => y = 1. 

4tĩ . _ 4;r _ 4/r 

Với t = -z~ ta có x = 2cos-2-=> V = 2cos-2-- 
7 7 7 


1 . 


4/r , „ 4;r 

Với t = -2- ta có X = 2cos—— 
5 5 


4;r 

V = 2 cos—4— 1, 
5 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm 


4 71 


4 71 


í 


4 K 


2cos—-;2cos 
5 5 


4 71 ^ 


(x;y) = (2;l), 2cos44;2cos44 -1 

V 7 7 y V J J y 

Ta xét tiếp một ví dụ sử dụng sự kết hợp giữa hàm đặc trưng và phương pháp 
đánh giá. 

Vỉ dụ 22. Giải hệ phương trình 

V +/ -6x 2 +15x + 3y-14 (lì 
,— , — ,—- Ị -— /4 (x,y G R) . 

4x + + tfx + = 4 (2) 


ìs. Nhân xét : 

Với hệ phương trình này, ta sử dụng được hàm đặc trưng đối với phương 
trình (ỉ), còn phương trình ( 2 ) sẽ là phương pháp gì đây nhỉ? 

Bài giải tham khảo 

Điều kiện: x>0,y>0 (*). 
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Ta có: 

(l)«(2-x) 3 +3(2-x) = /+3y ( 3 ) 

Xét hàm số: /(í) = í 3 +3t trên R. 

Ta có f'(t ) = 3t 2 + 3 > 0, Ví e R suy ra hàm s ốf(t) đồng biến trên R. 
ta có f(t) là hàm liên tục trên R. 

Do đó phương trình ( 3 ) <=> /(2 - x) = /(y) o2-x = y ( 4 ) 

Thay (4) vào (2): Vx + ^2 - X + yfx + yj2-x = 4 ( 5 ) 

Điều kiện: 0 < X < 2. Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có: 

rx<Cy-4ĩ^ P + ( 2 - x ) .<p P + i + i+x .ịỊĩz- x P + ì + ì+ } 2 - x ) 

2x4 4 

Từ đó suy ra: 

r - aT aĩ^ - 1 + x 3-x 3 + x 5-x 

2 2 4 4 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi X = 1 . 

Do đó phương trình (5) có nghiệm duy nhất X = 1 (thỏa mãn điều kiện (*)). 
Với X = 1 thay vào (4) ta có y = 1 (thỏa mãn điều kiện (*)). 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất (x; y) = (1; 1). 

Như vậy, qua các ví dụ trên, ta thay được sự phong phủ của sự khai thác tỉnh 
chất hàm đặc trưng vào giải hệ phương trình. Tuy nhiên sẽ là không hoàn 
thiện nếu ta thiếu đi sự kết hợp giữa các biến trong hệ. Cụ thế, ở các vỉ dụ 
trên chủng ta thay việc tìm ra hàm đặc trưng chỉ dựa vào sự độc lập giữa hai 
biến X và y trong phương trình. Các ví dụ sau sẽ cho chủng ta thay rõ hơn 
việc đi tìm hàm đặc trưng trong mối quan hệ giữa X và y. 

Ví dụ 23. Giải hệ phương trình 

r 


x z y - 2x Ẳ - xy + 5y -2 = 0 ( 1 ) 

yỊỹ + 1 + yịx- y = 2x_y - X 2 + yịx 2 — 2 xy + y 2 + 1 + ^Ịỹ ( 2 ) 

Bài giải tham khảo 


(x,y e R) 


Điều kiện: 


x>y 


(2) o - yỹ - y 2 = ẶxCyỹ+ĩ - yxp; - ịx - yf (2 a) 

Xéthàmsố f(t) = yjt 2 +1 -yft-t 2 , Ví e(0;+oo). 

Ta có f'(t) = ^=--^ 

v; 2 4t 


- 2t = t 


yjt 2 +1 


2 4t 


< 0, Ví > 0 suy ra 


hàm số f(t) nghịch biến trên (0;+oo). 

Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên (0;+oo). 

Do đó phương trình ( 2 a) o f(y) = f(x-y)ox = 2y 
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Thay X = 2y vào phương trình (1) ta có 

4/-10/ +5y-2 = 0»(j-2)(4/-2j + l) = 0 


<=> 


y-2 = 0 ^ _ í lY 3 

„ _ . <=> y = 2 (Vì 4v 2 -2v +1 = 2 V - Y + 4>0,VxeR). 

4y -2y +1 = 0 l 2j 4 


Với y = 2 ta có X = 4 (thỏa mãn điều kiện (*)). 
Vậy hệ có nghiệm (x; y) = (4; 2). 

Ví dụ 24. Giải hệ phương trình 

r / ,- \ .— 


xỵ 


Ụx 2 +1 +1 j - 3 yjy 2 +9 + 3 y 


( 1 ) 


(3x-1 )\Jx 2 y + xy - 5 - 4x 3 + 3x 3 _y - 7x = 0 ( 2 ) 

giải tham khảo 

x 2 y + x_y > 5 


(x,y e R) 


Điều kiện 

[x e R; y e R 

Xét phương trình (1): 


(*) 


Ẩ. vv L n iiiii Y 1 y • 

3 yjy 2 +9 +3y>3\y\ + 3y> 0, Vy; y 2 ựx 2 +1 + xỊ > 0, Vx;y => X > 0 


~ V * ' ' Kl ^-’ ^ ^ v 

Mà x 2 y + xy > 5 <=> y(x 2 + x)>5=>y>0 

1— - 3 I (3 Y 

Khi đó ta có: ( 1 ) <=> XV* 2 +1 + X = — 1 + — 

yỵ [yj 

Xét hàm số: /(í) = t\Jt 2 +1 +1 trên (0;+oo). 

Ta có f'{t) = VY+Ĩ + —+1 >0,Vf e(0;+oo) suy ra hàm số/(7) đồng 

\lr +1 


biến trên (0;+oo). Mặt khác f(t) là hàm liên tục trên (0;+oo). 
Do đó phương trình (1 a )<=>/(*) = / 


^3 ^ 


\yj 


3 3 

<^>x = — <^>y = — 
y X 


Thay y = — vào phương trình (2) ta có 


X 

(3x-l)V3x-2 -4x 3 +9x 2 -7x = 0<=>(3x-l)ỊV3x-2 -xj = 4x 3 -12x 2 +8x 

(3x-l) x + ^ x — — = 4x 3 -12x 2 + 8x<=>íx 2 -3x + 2Ì 
V 3x-2 + x 


01 0 

<=> X 2 - 3x + 2 = 0 (Vì 4x + . = - — > 0, Vx > Y ) 

43^Ĩ + x 3 


3x-l 
V V3x-2 + xj 




X = 1 

X = 2 


Với X = 1 ta có y = 3 (thỏa mãn điều kiện (*)). 
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Với X = 2 ta có y = 2 (thỏa man điều kiện (*)). 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y) = (1; 3), 



4. Bài tập tự luyện 

Bài 1 : Giải các phương trình sau trên tập số thực 

a) 2x 3 + X 2 - 3x +1 = 2(3x -l)73x -1. 

b) X 3 + 3x 2 - 3ịj3x + 5 = 1 - 3x. 

c) 4x 3 +18x 2 + 27x +14 > 7ĩx + 5 . 

d) 76x +1 = 8x 3 - 4x -1. 

e) X 3 - 2x 2 + ^x - 2 = -s/81x -8 . 


'sỊ X + 3 \j2x + 2 


■ = X -1 


1 + Vl — X 1 + V2x + 2 
g) (2x + l)Ị2 + V4x 2 +4x + 4j + 3xỊ2 + V9x 2 +3j = 0 

m* ' 1_ £ —1_ 1_ 


Bài 2 : Giải các hệ phương trình sau 

X 2 - y -1 = 2\j2x - 1 


a) 


b) 


(x,y e R), 


c) 

d) 

e) 


y ĩ - 8x 3 + 3y 2 + 4 V - 2x + 2 = 0 

2 2 

X H— = y+ — 

7 X (x,yeR) 

Vx + 8 - sj2y + 2 = 7^2 
2(/ - X 3 ) = 6x 2 + 7x - y + 3 


„ ■ (x,yeR). 

2 ^ 3 -y + 72(1 + 7) = X 2 + 4 

7x 3 -y -24x 2 + 25x-3xy(x + y)-y-10 = 0 
7x 2 + 4xy -lOx + y 2 - 2y + 3 = 0 

x + 7x 2 -2x + 5=3y + 7>’ 2 + 4 / 

(x,yeR). 

X 2 - y 2 - 3x + 3y +1 = 0 


(x,y eR) 
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Phần 3 
KÉT LUẬN 

Đề tài được thực hiện từ năm học 2010 - 2011 đến nay, qua quá trình 
giảng dạy nâng cao cho học sinh, tôi nhận thấy học sinh rất hứng khởi khi 
được làm quen với việc giải quyết bài toán bằng cách tiếp cận thông qua sử 
dụng tính chất của hàm đặc trưng. 

Đa số các em nắm được cách làm và khoảng 70% học sinh khá giỏi giải quyết 
tốt các bài toán giáo viên đưa ra. Phần bài tập này nằm trong các câu hỏi để 
đạt được điểm cao trong các đề thi đại học nên các em rất hứng thú, đặc biệt 
là các em học sinh giỏi toán. 

Hướng phát triển thêm của đề tài là: Tiếp tục bổ sung khai thác tỉnh 
chất hàm đặc trưng để giải phưong trình và bất phưong trình, hệ phưong trình 
khác ví dụ như đối với các hàm số mũ, logarit... bên cạnh đó cũng phát triển 
tiếp đối với các phưong trình, bất phưong trình và hệ phưong trình chứa tham 
biến. 

Thông qua sáng kiến kinh nghiệm này, tôi mong muốn được đóng góp 
một phần nhỏ bé công sức trong việc hưóng dẫn học sinh ứng dụng và khai 
thác các phưong pháp khi làm toán, rèn luyện tính tích cực, phát triển tư duy 
sáng tạo cho học sinh, gây hứng thú cho các em khi học toán. Tuy nhiên, do 
thời gian có hạn, trình độ bản thân còn hạn chế, nên tôi rất mong được sự 
đóng góp bổ sung của Hội đồng khoa học các cấp và của các bạn đồng nghiệp 
để kinh nghiệm của tôi được hoàn chỉnh hon, đồng thời cũng giúp đõ tôi tiến 
bộ hon trong giảng dạy. 

Tôi xin trân trọng cảm ơn! 

lỉiti ^OtiơntỊ, tháu ụ 03 tiâtti 2014 

^7áo ạiả 
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